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ДИФФЕРЕНЦГАЛЬНЫЯ РЕЗОЛЬВЕНТЫ АЛГЕ- 
БРАИЧЕОКЙХЪ УРАВНЕН1Й ВЫСШИХЪ РО- 

ДОВЪ. 



Л. к. Лахтина. 



(Чтно въ зас^датяхъ Матеиатическато общества 19 декабря 1895 года 
и 19 марта 1896 года). 

ВВЕДЕШЕ. 

Вопросъ о решети адгебраическихъ уравнешй есть одинъ 
И8ъ древн^йшихъ вопросовъ математическаго анализа. Надъ 
нимъ потрудились самые вндаюпцеся математики многихъ в%« 
ковъ и, не смотря на то, теор1я адгебраическихъ уравнев1В 
осталась вначительно позади другихъ областей анализа. 

Такая медленность въ^раввитш теорш отчасти обусловливав 
дась тЪмъ, что до появлешя знаменитаго изсдфдовашя Абедя 
(въ 1824 году) усишя математиковъ въ области алгебры были 
направлены къ нахождешю рЪшешя уравненхВ еъ радикалахъ. 

Благодаря Абелю и Галуа стало ясно, что область уравне- 
шй, разр^шимыхъ въ радикалахъ, очень не велика. Появились 
попытки ввести въ алгебру новыя функцш, отличный отъ ра- 
дикадовъ и позволяюпця расширить области разрЬшимыхъ урав- 
неи1й. 

Однако и при такомъ болЪе шпрокомъ взгляде на сущность 
дЬла решете алгебраическаго уравнен1я представляетъ задачу 
трудную. 

Д-бло въ томъ, что корень алгебраическаго уравнен1я общаго 
вида есть функцгя многихъ перемгьнныхг, служащихъ коэффи- 
щентами уравнешя. Теор]я функцтй многихъ перем^нныхъ 
сложна и очень мало разработана. 

1 
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Поэтому прежде, ч^мъ приступить къ р-Ьшетю уравнен1Я, 
обыкновенно стараются упростить его такъ, чтобы число коэф- 
фищентовъ уменьшилось. (Таково, наприм^ръ, упрощеше Жер- 
рарда въ уравненш 5-ой степени). 

Иногда д^^лаютъ предметомъ изсд']&дован1я 'отдельные классы 
уравнен1й, содержащихъ въ себ']^ только «одинъ параметръ 
(уравнешя трехчлепныя и модулярныя). 

Во всякомъ случае, желая р']^шить уравнсше помощью но- 
выхъ функщй, невыразимыхъ въ радикалахъ, мы должны ста- 
раться выбрать эти функцш такъ, чтобы он*! завис']&ли только 
отъ одного аргумента. 

Пусть намъ дано алгебраическое уравнеше 

Ду,а,Ь,с,..., А, 0=0, (I) 

гдЬ у есть неизв^кстная величина, а 

щ Ъ^ с^.. . к^ I (П) 

суть переменные параметры. 
Обозначимъ символами 

и,{х\ щ{х), щ{х\..., и^_,{х) (Ш) 

систему т — 1 функтрй, обладающихъ сл']&дующими свойствами. 

1) Фуикщи (Ш) суть вполне опред:]^ленныя и изв']&стныя 
намъ алгебраичесшя функц1и перем^ннаго х^ невыразимыя въ 
радикалахъ. Он^ могутъ быть выражены или въ въ видЪ ря- 
довъ или черезъ интегралы данныхъ дифференщальныхъ урав- 
нен1й или еще какими либо иными способами. 

2) Величины функцШ (П1) не зависятъ отъ величинъ пара- 
метровъ (П). Он4 определяются только величиною аргумента х. 

Пусть намъ удалось выразить корни уравненхя (I) формулою: 

у=Г[о, Ь,с,,.., к, 1,и,{х), и,(х), и{х),. . •, и^_,{т)1 (IV) 

где /* есть символъ функщи рацюнальной или ирращональной 
выразимой въ радикалахъ^ а х выражается формулой: 

х=В{ау Ь, с. . ., Л, О, (V) 

при чемъ В есть тоже символъ функцш ращональной или ир- 
ращональной, выразимой въ радикалахъ. 
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Ясно, что формулу (1У) можно назвать формулою решетя 
уравнен1я въ томъ же самомъ смысл']^, въ кавомъ напрвш^ръ 
Еарданова формула называется формулою р^шешя кубичнаго 
уравнен1я. 

Въ самомъ д-Ьл^Ь, величины (III) суть функщи одного аргу- 
мента такъ же точно, какъ и радикалы. Видъ ихъ опред-бляется 
не величиною коэффищентовъ (II), а степенью и свойствами 
уравнешя (I) такъ же точно, какъ и показатели степени ра- 
дикаловъ въ формуле рЪшешя уравнен1я въ радикалахъ. Ве- 
личины (Ш) представляютъ гЬ новые элементы, которые по- 
зволяютъ намъ р']&п1ить уравнеше (I) при всевозможныхъ зиа- 
четяхъ буквенныхъ коэффиигентовт^. 

На сколько мнЪ известно, такой методъ рЪшешя алгебраи- 
ческаго уравнешя въ явной форм^ не быдъ издоженъ въ ма- 
тематической литературе. Но всмотр^впгась внимательно въ 
Клейново р']&шен1е уравнешя 5-ой степени, нельзя не зам-Ьтить, 
что оно какъ разъ подходить подъ указанную выше фор- 
мулу (IV). 

Припомнимъ въ общихъ чертахъ Клейново р']&шеше уравне* 
Н1Я 5-ой степени *). 

Сначала приведемъ уравнеше къ виду 

, у^-^ 5ау«н- Ь;.у~^,=0; (1) 

(при этомъ въ коэффищенты можетъ войти только одинъ ква- 
дратный радикалъ). Величины 

а, 13, Т (2) 

суть параметры совершенно произвольные 

Возьмемъ зат^мъ гипергеометрическое уравнеше 

Его интегралы суть функщи только одного перемЪннаго х. 

*} См. Шегп. Уойезип^еп ИЪег (1а8 Бсовайег ипй Ше АцПбзиид йег 
61е1с11Ш1^еп уош ЙпАеп бгаёе. АЪзсЬпИ^ II. КарИе! Ш. 

Ла2ппикь. Алгебраичесшя уравненья, разрЪпгамня въ гипергеометрическихъ 
функц'шхъ. Глава XI. (Математически сборникъ. томъ ХУП, выпускъ 1). 

1* 
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Выберемъ опредЪленннмъ образомъ два изъ этихъ интегра- 
левъ и обозначимъ отношеше ихъ символомъ: 

и{х). (3) 

Это — вполне определенная функщя одного аргумента х^ 
принадлежащая къ числу Шварцевнхъ функцШ. 
Для краткости будемъ обозначать ее одною буквою и. 
Корни уравнешя (1) вБфазятся формулою: 

(4) 
Г . (ц1'-н11ц<_7г)'(ц^-н2ц»— 5|^*— 5ц^— 21М-1) > 

X I ^-^12^(||Зо^5221*«—10005и'^— 1000511*^— в22|*«-ь1 1 ' 

г;^ величина аргумента х функхци и=и{х) такова: 

(48«Л'— 12(ЗЛ-7)' 
^*^ 64а«(12ауА— 12]51*Л— |3т)' ^^ 

Буквами Л и /; для краткости обозначены слЪдуюпця вы- 
ражен]я: 

24(а*— р'ч-арт) ' 

96ай^-4>72;^й'-»-6уй^12а*а ? 
144аА*ч-12|ЗЛ-4-у 

Д=108а5у— 135а*|3*-4-90а«^7*— 320а13»уч-266]3«-ьу*. 

Ясно, что формулы (1), (2), (3), (4) и (5) совершенно со- 
отв^тствуютъ приведеннымъ выше формуламъ (I), (II) (Ш), (1У) 
и (У). Число т — 1 функщй (III) для уравнешя 5-ой степени 
равно единиц'Ь. 

Тотъ же характеръ им'бють формулы рЪшешя всЬхъ урав- 
нетй, разр^шимыхъ въ гипергеометрическихъ функЕцяхъ "'). Къ 
числу ихъ относятся уравнен1я 3-ей, 4-ой, 5-ой степени общаго 
вида, Якобхево уравнете 6-ой степени и всЪ гЬ алгебраичесшя 



*) См. Лахтинъ, Алебраичесш у-равневхя, разр^шимня въ гнпергеоме* 
хрнческихъ фунвщяхъ. Глава IX. 
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Травнешя, которня могутъ быть преобразованы въ только что пе- 
речисленныя уравнешя. 

Въ каздомъ И8ъ этихъ случаевъ функц1я, позволяющая рЬ- 
пгать уравнеше, есть функщя Шварца и имЪетъ видъотноше- 
шя двухъ интеграловъ пшергеометрическаго уравнен1Я. Каждое 
изъ этихъ гипергеометрическихъ уравнешй, или резольеентъ 
принадлежитъ къ одному изъ четырехъ типовъ: икосаэдриче- 
СБОму, октаэдрическомуу тетраэдрическому или двупирамидному. 
Степень и свойства разр'Ьшаеиаго алгебраическаго уравневзя 
опредЬляютъ только шит резольвенты, но не ея коэффищенты, 
такъ какъ коэффищенты резольвенты важдаго типа сутьопре- 
д&1енныя постоянный числа. 

Отсюда видно, что приведенный выше методъ примЪнимъ къ 
целому классу уравнешй. 

Въ настоящемъ изсл^дованш я задался ц^лью распростра- 
нить тотъ же методъ р'Ьшешя на друпе виды алгебраичесвихъ 
уравнен1й по возможности близко следуя тому же пути, по 
какому я шелъ въ своей работе: «Алгебраичесшя уравнешл, 
разрЬпгамыя въ гипергеометрическихъ функщяхъ>. 

Для бод^е удобнаго приложен1я теорш функщй, съ самаго 
начала я выделяю одинъ изъ буквенныхъ коэффищентовъ, счи- 
таю его за независимое перем'Ьнное и обозначаю буквою х^ 
Остальные ко9ффиц1енты (II) я разсматриваю, какъ произволь- 
ные^ но постоянные параметры. 

Уравненхе (I) представится въ вид% 

Ф(у,я^)=0, (Г) 

гдЪ въ кодффицгеншы функцш Ф входятъ вс^Ь величины (П) 
хрохЪ X. 

Изъ теорш Римановыхъ поверхностей известно, что эти по- 
верхности делятся на роды, смотря по числу с^чешй, превра- 
щающихъ каждую поверхность въ односвязную. 

Родъ поверхности мы будемъ обозначать буквою р. 

Родомъ алгебраическаго уравнешя (Г) называется родъ соот- 
ветствующей ему Римановой поверхности. 

1% пр1емы, которыми мы будемъ пользоваться въ изслЪдо- 
ванш, применимы только къ уравнешямъ высшихъ родовъ, то 
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ееть къ такимъ уравненкмъ, родъ которыхъ не ниже 2. На 
это указываетъ заглав1е работы. 

Надо однако зам-Ьтить, что иногда алгебраическое уравнеше 
нисшаго рода преобразуется въ такое уравневхе высшаго рода, 
которое разрешимо предлагаемыми методами. Тогда эти методы 
даютъ р^шеше уравнешя нисшаго рода. Таще случаи мы встр%- 
тимъ въ главахъ УИ и УШ отдела П. 

Функщями (П1) въ моемъ изсл^дованш служатъ отношенк 
интеграловъ дифференщальнаго уравнешя т-го порядка съ 
алгебраическими интегралами. Эти дифференщальныя уравне- 
шя я называю дифференцьальными резольвентами алгебраиче- 
скихъ уравнешй. 

Функцш (Ш) являются естественнымъ обобщетемъ функцШ 
Шварца. Когда функщя Шварца- алгебраическая, то она слу- 
жить корнемъ уравнен1я инвархантнаго относительбо линей- 
ныхъ неоднородныхъ подстановокъ одного нерем^ннаго, со- 
ставляющпхъ группу этого уравнешя. 

Функцш (Ш) въ настоящей работЬ служатъ корнями си- 
стемы ш — 1 уравненШ. инвархантныхъ относительно группы 
линейныхъ неоднородныхъ подстановокъ т — 1 перем^нныхъ. 
Ташя системы уравнешй я называю основнуми системами 
уравненгй. ОкЬ представляютъ обобщеше Шварцевыхъ урав- 
нешй и уже встр']&чаются въ работахъ Елейна и Дика*). 

Въ отдЬл^ I своей работы я не налагаю на коэффищенты 
дифференщальпой резольвенты указаннаго выше 2-го условхя: 
они могутъ быть функщями не только перем']&ннаго х, но и 
остальныхъ параметровъ (П). 

Въ отд'бл'1 И я применяю общую теорш къ нахождешю 
дифференщальныхъ резольвентъ 3-го порядка. При этомъ ока- 
зывается, что эти дифференщальныя резольвенты им-Ьють въ 
коэффищентахъ только одно перем']&нное. 



*) КШп. Уойевипдеп йЪег (Не ТЬеопе с1ег еШрйзсЬеп Мос1и1Л1псйопеп 
В<1. I. стр. 737. 

Вуск. N0(12 иЪег еше гедиШге ВтетаппвсЪе П^Ъе тот вевсЫесЬ!» 
(Зге! Ш1(1 (116 ги^еЬМ^е Когп1а1сигуе у1ег1;ег ОгсЬиш^. МаШета115с11е Ап- 
па1еп. М. ХУП, стр. 514. 
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Это суть резольвенты въ томъ тЪсномъ снысдг!, какой быдъ 
указанъ выше. Число критическихъ точекъ инхеграловъ, получен- 
пыхъ мною резольвентъ оказывается равнымъ 3. Въ этомъ от- 
ношеши он*]^ совершенно ан^огичны т^мъ гипергеометриче- 
СБимъ уравнешямъ, о которыхъ мне пршплось говорить въ 
прежней работе. Ихъ можно назвать гипергеометрическими 
уравнешями 3 го порядка. 

Вопроса о дифференщальныхъ резольвентахъ 4-го и выс- 
шикъ порядковъ я совершенно не касаюсь въ настоящей работе) 
хотя невидимому онъ можетъ быть разр-Ьшенъ совершенно анало- 
гичными методами. Бъ нему я нйд'Ьюсь вернуться впосл']&дствш. 

Въ отд^л'Ё I я стараюсь возможно дальше разработать об- 
щую теорио дифференщальныхъ резольвентъ т-го порядка 
и соотв'&тствующихъ имъ основныхъ системъ уравнешй. При 
этомъ обнаруживается, что построенхе основныхъ системъ урав- 
нешй находится въ тесной связи съ построешемъ правильныхъ 
Римановыхъ поверхностей и такихъ кривыхъ въ пространств* 
ш—1 изм'Ьрешй, который ипваргаитны относительно группы кол- 
линеащй точекъ этого пространства. 

Въ общей теорш удается выяснить мног1я свойства диффе- 
ренщальныхъ резольвентъ и основныхъ системъ уравненШ; но 
довести задачу до конца и построить эти уравнешя можно 
только тогда, когда дано число т. 

При т=2 мы им^емъ д'1^ло съ алгебраическими уравнен1ями, 
разрешимыми въ гипергеометрическихъ функцшхъ. Эти урав- 
нен1я составили предмехъ прежней моей работы. Поэтому вто- 
рой отдЬлъ настоящей работы посвященъ подробному изученш 
того случая, когда т=^3. 

При этомъ оказывается, что существуетъ 6 видовъ основ- 
ныхъ системъ уравнешй, им^ющихъ дифференц1альныя ре- 
зольвенты третьяго порядка. Изъ нихъ четыре находятся между 
собою въ тесной связи и я отношу эти четыре вида къ одному 
типу« Такимъ образомъ существуетъ три типа основныхъ си- 
стемъ уравненШ, ижЬющахъ дифференщальцую резольвенту 
третьяго порядка. Ером^ того всЬ уравнен1я, разр'1шимыя въ 
гипергеометрическихъ функщяхъ, тоже им']&ютъ дифференщаль- 
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ную резольвенту третьяго порядка. Эти уравнетя выделены въ 
особую группу, разснотр^нную въ последней главЪ отдела П. 

Ивъ числа упомянутыхъ выше трехъ типовъ основннхъ си- 
стемъ уравнен1й первые два были найдены уже ранЪе: первый — 
Клейномъ, а второй (распадаюпцйся на 4 вида) — Диконъ. При 
этомъ Блейнъ ветр^тиль найденный имъ тиль уравненШ при 
своихъ и8сл%дован1яхъ о преобразованш эллиптическихъ функ- 
щй. Дикъ нашснь второй типъ уравнешй, изучая виды пра- 
вильныхъ Римановыхъ поверхностей рода 3. Трет1й типъ урав- 
нетй основной системы, на сколько мн% известно, ник^мъ 
уваванъ не быль. 

Тотъ вопросъ, къ которому относится настоящее изсл^до- 
ваше, находится въ тесной связи со многими даже весьма 
удаленными другъ отъ друга областями анализа и геометрш. 
Поэтому приходится пользоваться разнообразными методами за- 
имствованными изъ этихъ отд'1ловъ. Непосредственно касаются 
разсматриваемаго мною вопроса только очень немнопе авторы. 
Шкоторые результаты, ими полученные, вошли въ мою работу, 
но методь и8Сл^дован1я въ большинстве случаевъ значительно 
разнится отъ моего метода, такъ какъ исходная точка у меня 
совершенно новая. Во вс^хъ мЪстахъ, гд1 мною сделаны поза - 
имствоватя у другихъ авторовъ, я на нихъ указываю въ тексте 
или въ подстрочномъ прим^чанш. 

Въ заключеше замечу, что настоящая работа не им^етъ 
характера монографш, какъ прежняя моя работа. Вопросъ о 
р^шенш алгебраическаго уравнешя въ указанной выше форм^ 
поставленъ мною впервые, хотя отд^льныя р-^Ьшешл такого типа 
встрЬчались и ран^е. Поэтому я считаю свою задачу выпол- 
ненною, если мн^ удалось объединить отдельные результаты въ 
общую теорш, наметить общ1й планъ этой теор1и и показать 
ея примкнете къ классу уравнешй рода 3. 

Въ конц']^ книги приведенъ списокъ сочинешй, которыми 
мнД приходилось пользоваться и которыя находятся въ бол^е 
иди мен-Ье тесной связи съ предметомъ моего изсл']&дован]я. 
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ОТДФЛЪ I. 

Общая теор1я. 



ГЛАВА I. 
ОпредЪлен1я и основныя теоремы. 

§ 1. Группа уравпеп1я. 

Пусть дано алгебраическое уравнеше: 

ф(у, х)=0, (1) 

гдЬ X разсматривается, какъ независимое переменное, а у— 
какъ его фунЕ11(1я. (Величины у я х комплексння). 

Пусть уравнете (1) неприводимо. Его степень относительно 
у обозначимъ буквою п. 

Еаацому числовому значенш перем^ннаго х соотв^тствуетъ 
п значенШ функцш у. Ихъ мы будемъ обозначать такъ: 

Будемъ изображать величину комплекснаго перем^ннаго х 
точкою на плоскости. Оам^тимъ на этой плоскости критически! 
точки функцш^. После сомкнутаго обхода на плоскости пере- 
м^ннаго а; величины (2) п-значной функцш у изменяется. Пусть 
оие сделались соответственно равными: 

^. У%^ У„ ..м У«- (3) 
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Такъ Еакъ точка х посл']^ сомкнутаго обхода пришла въ пер- 
воначальное положеше, то велЕчинн (3) разнятся отъ величипъ 
(2) только порядкомъ. Сл^доветельно, мы въ правЪ сказать, 
что всякому сомкнутому обходу на плоскости перемгьннаго х 
соотвгьтсргвуетъ нгькоторая субституигя п корней {2) урав- 
ненгя (1) *). 

Найдемъ субститущи, соотв^тствующгя всевозможнымъ обхо- 
дамъ на плоскости перем']&ннаго х. Обозначимъ ихъ символами: 

5д, 5,, ^д,..., 5л-1. (4) 

Относительно субстыудхй (4; можно сказать следующее: 

1) Число N различныхъ между собою субституцШ (4) ко- 
нечно. 

2) Совокупность ^ субституцШ (4) образуегь группу по- 
рядка ^. 

3) Группа (4) есть группа уравнешя (1) **). 

Возьмемъ одну изъ ^ субститищй (4). Ради общности раз- 
суждешй будемъ обозначать ее символомъ ^5' и будемъ ее пред- 
ставлять въ такомъ вид$: 

о__/ Уп Уг) Уз?"'? Уп \ (к\ 

\ Уп У:^ Уз1--м Уп /' 

Ясно, что субститущю 5 можно представить въ вид* линей- 
ной подстановки: 



•) Субститушя можетъ оказаться тождественною, т. е. равною 1. По- 
нятно, что это должно случиться всяк1К разъ, когда обходъ незаключаеть 
внутри себя ни одной критической точки. 

**) Группою уравнеихя (1) I азывается группа, обладающая двумя основ* 
ныии свойствами: 

а) всякая ращональная функщя корней (^3), не и'^няющаяся отъ субсти- 
туцШ группы уравнен1я (1), — должна быть рацшнальною функщею х\ 

Ъ) всякая ращонакьная функщя корней (2), вохражающаяся рацюнально 
черезъ переменное ж, — не должна меняться отъ субститущй группы урав- 
нен1Я. 

Ясно, что группа субститущй (4) удовлетворяетъ обоимъ услов1ямъ. 
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Уз = «3.1 У.-^-аз.«Уг-»-«з.зУз^-- -^-«з.пУл» 



(6) 



Для этого необходимо, чтобы коэффищенты формудъ (6) удо- 
влетворяли услов1ямъ: 

гд^ //, ку /,.,., Ь составляютъ рядъ натуральныхъ чиселъ: 

1, 2, 3,..., л, 

расиоложенныхъ въ н'Ькоторомъ иномъ порядк-б, 

2) всЬ остальные коэффищенты формулъ (6) равны нулю. 
Такимъ же образомъ всякая субститущя (4) представится въ 

ъщЬ некоторой линейной подстановки корней (2) уравнен1я (1). 

Можеть случиться, что не вс^ корни уравнен1я (1) между 
собою линейно - независимы. Пусть ме;цду ними только ш *) 
линейно-невавиеимыхъ величинъ: 

Уп У«» Уз^-м Ут- (7) 

Остальные т — п корней (2) суть линейный однородный 
функщи величинъ (7). 

Вставимъ выражешя этихъ линсйныхъ однородныхъ функщй 
въ формулы (6). Мы найдемъ, что посл']^ обхода, соотв^^тствую- 
щаго субститущи ^5^ корней (2), величины (7) испытываютъ ли- 
нейное преоразоваше вида: 



*) Это Д0117щен1е нисколко не уненьшаетъ общности разсухденхВ. Х^сжи 
между п корнями (2) не существуетъ ни одной линейноЯ связи, то при* 
дехсд ооюжить т=^п. 
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У^=^^^ У^-*-*!.. У1-^-«1.з Уз-+-----*-*1,т Ут^ 
У^=ам У1 -*-«!.« У«-*-*«.з Уз-*-- •-*-*«.« Ут> 
У^=«з.1 У1-+-аз.1 У«-+-«з.з Уз-^-----*-аз,тУтт 



(8) 



Ут=^т^ У1^''тл У»"* ««1.3 Уз"^ • • .-^«т.т Ут- / 

ЭтуГ линейную подстановку будешь обозначать тЪмъ-же сии- 
воломъ ^9, кавимъ была обозначена соотв']&тствующая субсти- 
тущя корней (2). 

И]г1я ВЕфажешя всЪхъ корней (2) черезъ т величинъ (7), 
мы можемъ для каждой изъ N субституцШ: 

Й1,, ^„ 5,,..., 5^_1 (4) 

построить соответствующую линейную подстановку подобную (8). 

Наоборотъ по коэффищентамъ каждой линейной подстановки 
вида (8) легко построить соотв'Ьтствующую субститищю кор- 
ней (2). 

Линейный подстановки, соотв^тствуюпця субститущямъ (4), 
ьы сокращенно будемъ обозначать тЪми же символами: 

Относительно линейныхъ подстановокъ (4) можно сказать 
следующее: 

1) ВсЬ он^ между собою различны. 

2) Совокупность ихъ образуешь группу порядка 2|Г. 

3) Группа линейныхъ подстановокъ (4) есть новая форма 
той же самой группы уравнешя (1). Мы можемъ ее поэтому 
назвать группою уравнен1я (1). 

Группу уравнешя мы постоянно будемъ представлять себ* 
въ вид1 совокупности линейныхъ однородныссъ подстановокъ 
сов^шаемыхь надъ т величинами: 

Уп Угу Уз.---^ Ут^ С) 
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Прим'6чан1е. Между N подстановка1Ш группы (4) не- 
прекЪнно встр1тиачл тохдественпая подстановка: 

У|=Ум 'У,=У,у ^==Уз^ • •. Ут^Ут^ 

Ее мы можемъ символически приравнять единиц^. 

Дая определенности разсуждешй примемъ, что /8^о есть то- 
ждественная подстановка. Въ такомъ случае: 

5,= !. (9) 

Группу подстановокъ (4) будемъ обозначать сокращенно сим- 
воломъ 0^I^. 

§ 2. Д1««еревц1иыая резольвента. 

Возьмемъ линейное дифференщальное уравнеше т-го по- 
рядка: 




гдЬ у есть неизвестная функщя, а у,, у„Уз»* • •> Ут суть тЬ- 
асе самыя функщи переменнаго х, которыя выше мы отметили 
номеромъ (7). Это — система линейно независимыхъ корней 
уравнешя (1). 

Относительно дифференщальнаго уравнешя (10) можно ска- 
зать следующее. 

1) Ему удовлетворяетъ всяшй корень уравнен1я (1). 

2) Все интегралы уравнен1я (10; — алгебраичесше. 

3) Коэффщценты при 
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въ уравнен1и (10) могутъ быть представлены какъ ращональ- 
ныя функщп отъ у^, у^, 3^3,. . ., у^ и перемЬннаго х. 

Они не меняются при ъс^иъ преобразованхяхъ группы 6^^ и 
поэтому могутъ быть представлены 1сакъ ращональиыя функщи 
одного перем^ннаго х. 

На основанш посл^дняго свойства урчвненхе (10) можно 
представить въ такомъ вид']^: 

гдЬ 

1>09 Рп Рг^-'У Рт-1^ Рт 

суть ц']&лыя ращональиыя функщи перемЬннаго х. 

Уравнение {11) мы назовемъ дифферень^гальной резольвентой 
у равненья (Л). • 

До сихъ поръ мы подразумевали по;гь Ун у^у у^у ^ Ут 
систему ш линейно— независимыхъ корней уравнешя (1). 
Ясно, что вместо того мы можемъ взять систему т ли- 
нейно -независимыхъ интеграловъ уравнешя (11). Вс^ п кор- 
ней (1) выразятся черезъ нихъ линейно. Им']&я выражен1яли- 
нейныхъ преобразовашй, испытываемыхъ взятыми интегралами 
при всевозможныхъ обходахъ, мы можемъ найти соотв^т- 
ствующ1я имъ изм^нешя корней уравнен1Я (1), т. е. найти со- 
отвЬтствуюпця имъ субститущи корней уравнешя (1^. 

Ради общности разсужденШ ниже мы будемъ обозначать 
буквами 

Уп У,^ Уз»--, Уш (7) 

любую систему линейно - независимыхъ интеграловъ уравне- 
нешя (11). 

Символомъ 6^V будемъ обозначать группу линейныхъ подста- 
новокъ, испытываемыхъ интегралами (7) при всевозможныхъ 
обходахъ на плоскости перем^ннаго х. 
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Если мн пожелаемъ, то интегралы (7) могутъ быть выбраны 
такъ, чтобы они были корнями уравнешя (1). Въ такомъ слу* 
Ч2А мы вернемся къ обозначен1Ямъ прошлаго параграфа. 



Разсмотримъ некоторый свойства днфференщальной резоль- 
венты 

Критическими точками ед интеграловъ могутъ быть: 

1) точки, опред^ляемыя уравнешемъ: 

2) точка а?=сх). 

Пусть точка 1Г=сс оказалась критическою для нЬкоторыхъ 
интеграловъ уравнешя (11). 
Введемъ вместо х новое переменное 

<с'^^, (12) 

гдЪ а, &, с, д совершенно произвольный числа, выбранный такъ, 
чтобы опред'Ьлитель ад — Ъс былъ отличенъ отъ нуля и чтобы 
точка 

с 

не была критическою ни для одного изъ интеграловъ уравне- 
шя (11). 

Быполнимъ преобразованхе (12) какъ въ алх^ебраическомъ 
уравнеши (1), такъ пвъ его дифферепщальной резольвент^ И). 
ПослЪ преобразовашя уравнеше (11) сохранитъ свой видъ, 
хотя коэффищенты и8М'Ьнятс!я. Точка х'=<х> уже не будетъ 
критическою ни для одного изъ интеграловъ преобразованнаго 
дифференщальнаго уравнев1я. 

Ничто не м'Ьшаетъ намъ допустить, что преобразоваше (12) 
уже зарап-Ьс было выполнено. Въ такомъ случа-Ь точка х=сс 



Офгеб Ьу ^з0051С 



— 16 — 

не будетъ критескою ни для одного изъ корней уравненш (1). 
Она также не будетъ критическою точкою ни джя одного изъ 
интеграювъ дифференщальной резолвентн (11). 

СдЪдавъ такое ус10В1е^ ножеиъ сказать, что всЬ критичесшя 
точки интеграловъ уравнешя (11) определяются изъ уравнеши: 

Ро=0. 
Обозначихъ различные корни этого уравнешя буквами: 

«м <*«> ^«•••> ^? (13) 

и положимъ: 

(а?-а,)(сг— а,)(а;— а,). .. {х—арУ=^^{х) . (14) 

Такъ какъ всЪ интегралы уравнешя (11) — правильные % 
то уравнеш'е (11) приводится къ виду **): 



(15) 



Лх"^ ф(а?) даГ-' Щх) их'"-' 
, Ф(т~.)(Р^о(а?) Ду - Фыр^1)(Д^) ,,_л 
гд1 

суть ц^лыя ращональныя функцш переи^ннаго о?; степени 
91'ихъ многочленовъ соответственно равны: 

р-1, 2(?-1),..., (т-1)(р-1), т(?-1). 

Разложивъ ращональную функщю 



*) ПровиАныип называются таше интегралы, которые не им'Ьютъ су 
ществеено особнхъ точекъ. 

**) Си. Анисимовъ, Освовая1Я теорш лине&выхъ днффереяфальинхъ 
ураввен1Я, стр. 96. 

Оааичъ. О динебпыхъ обыкновенннхъ дифференц1альннх1> уравнен1яхъ, 
стр. 55. 

ЗсЫезтдег. Нап(1ЬпсЬ (1ег Ткеопе с1ег Ипеагеп 0Шеген1;1а1б1е1сЬап^еп. 
Ва. I. Стр. 220. 
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т 

на просшя дроби, находимъ: 

ф(а?) я?— а, а? —а, а? —а, х—Лр ' ^ ^ 

гд* 

Въ этой формуле Ф'(^а) ^^^ величина производной --^ 

при <с=о^^. 

Известно**;, что въ числ^ интеградовъ уравнешя(15) есть 
система т линейно-независимыхъ функц1й, выражающихся въ 
области точки а^ формулами вида: 

(х-а,ГР,(я;^ад), 8=1, 2, 3,. . ., ш, (18) 

гдЬ Р,(а?— «л) есть функщя голоморфная въ области точки а,^ и 
отличная отъ нуля при х = а^у а г^ есть одинъ изъ корней 
Фуксова опредбляющаго уравненк: 

(19) 

Въ этомъ уравнеши символомъ [г]^ обозначена фактор1аль- 
ная фушоця: 

[г]'^=г{г—1){г—2) . . . (г— т-1-1 ) . (20) 

Такъ какъ ь(Л интегралы уравнец1я (15) алгебраичесше, то 
в(А корни опредЪляющаго уравнен1я (19) действительны ира- 
щональны. 



*) Согласно сказанному выше величины (13) суть простые корни мно* 
гоиена 1р(х). 

**) См. Аниси^ноеьу стр. 9С; Савичъ стр. 57; ВМезгпдег стр. 224. 

2 
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Отсюда сл-Ьдуеть, что всЬ коэффищенты 

— ФЧа 1 ' — '^»'*-> ? 

суть величины дЪйствительныя и ращональныя. 
Если такъ, то функщя: 



(17) 



— Л^ —Л, —А, 

=С(а;-а,) (ж—/,) ' (аг— а,) ...(а-— «?) 



-Л 



(21) 



есть алгебраическая функщя отъо;. Это— радикалъ изъ ращо- 
нальной фушщш перенЪннаго х. Беличина С есть некото- 
рое постоянное число. 

Пусть после н^котораго обхода И на плоскости перемен- 
наго X интегралы 

У^7 У,, Уз,..м Уш (7) 

дифференщальной резольвенты (11) испытали линейное пре- 
'обравованхе /5^: 

У|=а|,| ».-*-«!,« У1-»-а,.з У,-*--.--*-зс«.т УтУ 

(8) 



Уз -^«3,1 У1-*-аз.1 У|-^*3.3 Уз- 



•-*"«э.т Ут9 



Ут^^т4 У1-^'^т^ У^-^^т.^ Уз"^- • '-^^т^Ут 

Составииъ определитель: 



2)= 



*8,1 > *з,« У ^,3 >• • •> *з,т 



(22) 
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Онъ называется опред'Ьлителемъ подстановки (8). 
Докажемъ,что определитель (22) подстановки (8) равенъ -*-1, 
если вс^ р величинъ 

•^и -^8? *4з5*-'7 -^р> (23) 

опред']^ляемыхъ формулами (17), суть числа цЪлня. 

Прим'Ъняя къ дифференц1альной резольвенте (11) или, что 
тоже, (15) известную теорему Л1увилля, находимы 



<«'"-' у. 


й'^-'у. 


^-'Уш 


Лг"'— 


' с!»-"-* '* 


••» ^а?"-» 


й"— у, 


Л'^-'Уг 


^'"-Ут 


Лх'"-* 


у ^^д^-г ,• 


••' йж^ * 


Лх 


лу. 


•- ^ 



У. > У1 >•••» Ут 

Возьненъ найденную выше формулу 






(24) 






= С(X—V^ ) ' (я? ~ «») * (а^«» ) 



(а?— ар) 



-Л 



(21) 



Есжя нокаватели степени А,,.А^, ^,,..., Ар суть числа 
ц'Ълня, то правая часть равенства (21) есть ращональнаяфунЕ- 
ща перем^ннаго х. Обовиачивъ ее символоыъ /(х), им^енъ: 



__^ — ^ А 

у{х)=^С{х- л^) ' (я;— «,) * (г»— «а) - '...(я;— -р) 



-Л 



Равенство (24) принимаетъ видь: 



(25) 



2* 
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а 



"-'у, а 



т — \ 



Уг 



(Г- 






Уп 



сЫ 



,т— 2 5 



Ох" 



с1яГ 



Ах 
У» 



Ах 



Лх 



=1{^)- (26) 



Это равенство остается .справедлившсъ привсевозиожннхъ об- 
ходахъ на плоскости перем^ннаго х. Посд']^ каждаго сомкнутаго 
обхода функщя ; {х) возвращается къ первоначальному зна- 
чен1ю, такъ какъ она рац10нальна. Что же касается ведичинъ 



У^^ У,у У5,-м Уш» 



(7) 



то ов1^ испытываютъ посл']^ каждаго обхода соответствующую 
линейную подстановку группы Сг^. Согласно сказанному вкипе 
посл']^ обхода П величины (7) заменятся новыми величинами 

определяемыми формулами (8). 

Заменпвъ въ лЪвой части равенства (26) величины (7) вы- 
ражен1ями (8) и выполнивъ вычислешя, находимъ: 



ПХ 



л^'-'у, а" 



'у. 



ах 



,т— I ) 



аx^ 



т—ч V 



у. й" 



Уг 






Ох' 



ш— < > 



сЬ' 



л»— « »' 



Лх' 



т— » 



Лх 



Лх 



д/х 



У1 » У* >•• . Уш 
гдЪ В есть определитель (22) подстановки (8). 



=/(х), (27) 
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Такъ какъ )^{х) конечно и не есть тоацественный нуль, то 
равенства (26) и (27) возногны только при услов1к 

В=1. (28) 

Желаемое доказано. 

Ясно, что разсуждетя, прим^ненныя къ обходу 11 и соот- 
ветствующей линейной подстановке 6^, применимы ко всякому 
обходу на плоскости переменнаго х. Если такъ, то мы можемъ 
формулировать полученный результатъ въ виде теоремы 

Теорема. Если все р чиселъ 

Л, Ау л,-.., Лр, (23) 

определяемыхъ формуламц (17), суть числа целый, то опре- 
делители всехъ подстановокъ группы в^у равны ч-1 . 

§ 3. Первичный «орны. 

Пусть 

1ХУпи*,Узу"у Уш) (29) 

есть целая однородная форма степени V относительно аргу- 
ментовъ: 

Уп У„ У,,-.., У„|- (7) 

Если снова подъ величинами (7) будемъ подразумевать си- 
стему линейно-независимыхъ интеграловъ уравнешя (И), то 
внражеше (29) будетъ алгебраическою функщею переменнаго х. 

При различныхъ обходахъ на плоскости переменнаго х функ- 
Ц1Я (29), вообще говоря, будетъ меняться. Но можетъ слу- 
читься, что при всевозможныхг обходахъ фушшя (29) или 
совсгьмл не меняется или пргобртьтаетъ только постоянные 
множители. 

Если функщя (29) обладаетъ сказанными свойствами, но не 
распадается на множители, обладающхе теми же свойствами, 
то мы условимся называть ее первичною формою '^). 

*) С7ществован1е тавихъ первичныхъ фориъ ин обнаружимъ ниже. 
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Докажемъ несколько теоремъ о первичныхъ формахъ. 
Теорема I. Всякая первичная форма равна радикалу изъ 
ращональной функщи перем&ннаго х. 

Пусть посл'Ь н'Ькотораго обхода 12 форма (29) прювр-^ла 
постоянный множитель ;. Она сделалась равною: 

>-АУпУ.,Уз,- э Уш)- (30) 

Повторяя обходъ 12 н-^сколько разъ подь-рядь, мы увндимъ 
что форма (29) последовательно прюбр^таетъ вначешя: 

/(Уп У*, Уз,- • •, Ут)^ ^Шу у» Уз,- - -, Ут\ 

(31) 

ГАУп У«, Уз,- • •, Уш)^ ^'•ДУ|, У«, Уз,. • -, Ут),- - . 

Такъ какъ функщя (29)— алгебраическая, то число различ- 
ныхъ прюбр^таемыхъ ею значёшй конечно. Поэтому некото- 
рая степень величины ) непременно окажется равною единице. 

Величина у есть корень некоторой степени а' изъ единицы: 

}^^1^ (32) 

Разсуа;ден1я, приведенныя нами относительно обхода 12, при- 
менимы ко всякому другому обходу, меня1$щему первичную 
форму (29). Каждому изъ этихъ обходовъ соответствуетъ свой 
показатель степени, подобный и! . Пусть эти показатели равны 
числамъ: 

[^',(^",(^'",-.. (33) 

Обозначимъ наименьшее кратное чиселъ (33) буквою (^1. 
Въ такомъ случае функщя 

Г(У1,У1,Уз,.",Ут) (34) 

не будетъ меняться ни при одномъ сомкнутомъ обходе на 
плоскости переменнаго х. Это — однозначная алгебраическая 
функщя Ху т. е.— ращональная функщя х. Обозначивъ ее симво- 
ломъ В{х)у имеемъ: 
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Отсюда: 

ПУпУг.У..^^^.У^-=-\/т^' ('^^ 

Теорема доказана. 

Иногда можетъ случиться, что радикалъ въ правой части 
равенства (36) упрощается. Мы будемъ обозначать буквою^ (л. 
показатель корня въ равенств'^ (36) посаль встьхъ возможные 
упрощенгй. Этотъ показатель корня а кы будемъ называть 
индексомъ первичной формы. 

Прим^чан1е. Если первичная форма (29) окажется равною 
рацюнальной функщи отъ х или какому либо постоянному 
числу (наприм'Ьръ нулю), то индексъ ея равенъ единице. 

Теорема 2. Если цЬлая однородная форма съ аргумен- 
тами 

Уп У», Уэ," м Уш (7) 

равна радикалу изъ рац10нальной функщи перем^ннаго х (или 
постоянному числу), то она или служить первичною формою, 
или можетъ быть представлена въ видЬ произведенхя пЬсколь- 
кихъ первичныхъ формъ. 

Пусть форма 

АУп Уг^ Уз,..-, Уш) (28) 



удовлетворяетъ усдовш: 



ЛУ1,УпУз,...,Ут)=У-К(я?)- 



(36) 



Равенство (36) показываетъ, что функц1Я (29) при всевоз- 
можннзъ обходахъ пр1обр%таетъ только постоянные множители. 

Если она не распадается на множители, обладаюпце гЬми 
же свойствами, то справедливость теоремы очевидна: форма 
(29) подходить подь опред'1леше первичной формы. 

Поэтому намь надо разсмотр^ть тотъ случай, когда форма 
(29) распадается на два множите.1я, изъ которыхъ по крайней 
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кЬрЬ одинъ при всевозможаыхъ обходахъ способевъ прюбрЪ- 
тать только постоянные мноакители. 

Пусть: 

ЯУпУ,,У,у-уУш)=МУг^У^уУ,г'^Ут)^ЛУп У2^У,у-^Ут1 (37) 
и пусть форма 

/"ЛУп У,, У,,'*'^Ут) (Щ 

при всевозможныхъ обходахъ пр1обр%таетъ только постоянные 
множители. 

Въ такомъ случа']^ форма (38) равна радикалу изъ ращо' 
нальной функцш перемЪннаго х. 

Изъ равенствъ (36), (37) и (39) сл^дуетъ, что форма 

/^(Уп У^^ Уз.--м Ут) (40) 

тоже равна радикалу изъ ращональной функщиперемЪннагоя;: 

Равенства (39) и (41) совершенно такого же вида, какъ и 
равенство (36). Поэтому о формахъ (38) и (40) можно ска- 
зать то же самое, что мы говорили о форм§ (29). Формы (38) 
и (40) или суть первичный формы или распадаются на мно- 
жители, изъ которыхъ каждый равенъ радикалу изъ рацшналь- 
ной функщи перем'Ьннаго х. 

Продолжая эти разсужден1я, мы непременно достигнемъ того, 
что разложимъ форму (29) на множители, служапце первич- 
ными формами. 

Теорема доказана. 

Прим'Ьчанхе. Исключеше представляетъ только тотъ слу- 
чай, когда форма (29) равна нулю. Въ етомъ случае или сама 
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форма (29) есть первичнал форма иди по крайней м^рЪ одинъ 
ивъ множителей еа есть первичная форма, равная нулю. 

Теорема 3. Всякая ц^лая однородная симметрическая 
Ф7НКЦ1Я корней уравнешл (1) можетъ быть представлена въ 
вщ(Ь первичной формы или въ ьщЬ произведешя рЬсколькихъ 
первичныхъ формъ. 

Возьмемъ какую-нибудь ц'&лую однородную симметрическую 
функщю корней уравнен1я (1): 

Всякая симметрическая функщя корней уравнешя (1) есть 
ращональная функц1я перем^ннаго х. Отсюда находпмъ: 

^'^УпУ^^У,^^^'у У„)=-^(^), (43) 

гдЪ Щх) есть символъ ращональной функцш перем^ннаго х. 
Корни 

У|, У«, Уз,--м Уп (2) 

могугъ быть представлены, какъ линейный однородный функцш 
величинъ 

Уп У%^ Уз,---- Ут- (7) 

Внеся эти выражешя въ формулу (42), находимъ: 

ЩУп Уг^ У.»- • •» Уп)=^^^Уп У«1 Уз»- • -, Ут\ (44) 
гд-Ь 

ЯУп Уп Уз,---. Уггд (45) 

есть ц^лая однородная форма той же степени, какъ и (42). 
Равенство (43) принимаетъ видь: 

ОУп Уа, Уз,--.)Ут)=-й(^) (46) 

На основаши предшествующей теоремы форма (45) есть 
или первичная форма или произведете н^сколькихъ первич- 
ныхъ формъ. 

Теорема доказана. 
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Прим^чан1е. Только что доказанная теореш1даетъ намъ 
возможность уб^ди^ься въ существоваши первичннхъ форкъ. 

Теорема 4. Если первичная форма ({у,, у,, у,,..., у^ 
подъ вл1яшемъ всЬхъ подстановокъ группы Оц црюбрЪтаетъ 
только постоянные множители, незашсимо оть чцслоеыхь зна- 
иенгй букеъ *) 

Уп Уг^ Уз,..м Уш^ 

то всякШ ковар1антъ ея равенъ радикалу изъ ращональной 
функщи перем^ннаго х, 

Представимъ первичную форму Яу,, Уп Уз>- • мУт) ^ъ рас- 
крытомъ вид'Ё: 

ЯУоУз^Уз.-*. Ут)=^Ч.К1 г У|*У«*Уз'.-- Уш'^ (47) 

^А. ». I I 

суть числовые коэффиц1енты. Сумма указателей Ь^ к, 2,..., I 
въ каждомъ изъ этихъ коэффищентовъ равна степени V формы 
КУп Уи Уз)-. •» УтУ- 

А-ьА-*-г-^ . . . -#-<=V . (48) 

Суммоваше въ формуле (47) распространяется на вс']^ Ц'Ьлыя 
не отрицательныя (т. е. на положительный и нулевыя) значен1я 
индексовъ %9 к^ 1^..., 1^ удовлетворяюпця уравнешю (48). 

Возьмемъ какой-нибудь ковар1антъ 



*) Вообще говоря можеть случиться, что равенстао 

ЯУп У2» уГг • • > Уш)=1^У1> Угу У^ • . . У«) 

будеть справедливо не тооюдественно, т, е. не при всякой систелт числО' 
выхь значенШ букеъ у^, у^^ ^„. . . , у^^ а т^пео при т1хъ чисювыхъ зна- 
чешяхъ, которыя способна принимать эта система интеградовъ. На таше 
случаи доказательство теоремы 4-о8 не распространяется. 
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Ф|, Уг^ »э, ••. Ут) 

первичной форш! (47). Пусть его степень относительно пере- 
м^нннхъ у,, у,, Уа>- • •» Ут равна V', а степень относительно 
коэффищентовъ формы (47) равна со . Вводя обозначешя, по- 
добныя только что объасненнымъ, можемъ представить этотъ 
ковар1антъ въ такомъ ви;^: 

• 

(49) 

гдЪ суммоваше распространяется на всЬ ц'Ълыя не отрицатель- 
ный значешя индексовъ Ъ\ 1\ /', . • , ^'| удовлетворяюпця урав- 
нешю: 

й'н~ й'-*- Гч- . . . ^1'= V'. (50) 

Коэффищенты 

суть цЬдыя однородныя функщи степени со относительно ве- 
лнчинъ: 

Пусть послЪ н'Ькотораго обхода О. на плоскости перем^ннаго 

X функщи у,, у,, Уз^-.м Ут пврешли въ у,, у,, у1, ..,%,, 
при чемъ: 

У^ = ^^^ У|-^-«1.» У1-*-«*.з Уз-^-. .^а|,тУт' 
^ = «1.1 У| -*-*!., У,-^«,., Уз-*-----^-«,.тУт> 
Уз=«з.. У,-*-аз,в У»-^^..з ^«-^-•••-•'а^.тУт» 

У^=^тл Уг-*-«т.. У2-^^ш/. Уз-^. . •-*-^т.тУт- 

Определитель этой подстановки: 



(8) 
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2): 



*1 Д ? *1 .« » *1 ,3 > • • • 5 *| ,т 



*в,1 У *1,5 ? *в^ 1* • •> *1.т 



*3 .1 > *3 ,5 > *1 .3 » • • • > *з ,т 



*!»,♦» *т,1» *т,з>'*м *т,т 



(22) 



конеченъ и отличенъ отъ нуля. Въ самомъ ;^лЪ, иначе ве< 
дичины 

Уп У«, Уз,-.м Уш (7) 

не могли бы составить систему линейно-независимыхъ инте- 
граловъ. 

Зам^нимъ въ об^ихъ частяхъ равенства (47) величины 

Уп !/«. Уз,- • м Ут величинами у[, у,, Уз,- . ., у^, внесемъ вме- 
сто этихъ посл^днихъ выражешя (8) и с^^лаемъ приведен1е: 

/(Уо У^, У^,-.м У^=2]^л, й. I. . . г Уй'* У.* Уз'- • - Ут', (") 

суть линейный однородный функщи ковффищентовъ: 

Такъ какъ форма (47) первичная, то должно им'ёть м'Ьсто 
равенство: 

/(Уп Уг^ Узу- • •уТт)=]'КУп Уг^ Уз,- • -, Уш\ (^2) 

гд'Ь у некоторый постоянный множитель. 
Ивъ равенствъ (47), (51) и (52) сл4дуетъ: 

2]Л.*./ гУ|'^У/Уз'-.-Ут — 



=г;-2^«л.й./ I у/у«*Уз'... Ут'- 



(53) 
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Это равенство должно быть тождественнымъ *) т. е. оно имЪетъ 
]г1сто при произвольныхъ значешяхъ буквъ у^^ у,, У^у^Ут* 
Повтому коэффищенты при одинаковыхъ членахъ въ обЪихъ 
частяхъ его одинаковы: 

Л.*.1 1=^'-«А,А.г ^ (54) 

Величина вовар1анта 

с{Уп У,у У„.-м Ут) 

послФ обхода О сделается равною 

По отношешю къ форм* ЯУпУ-у Уг^^ Ут) ^^^ будетъ слу- 
жить совершенно такииъ же ковар1антомъ, какъ (•^9) для фор. 
мы (47). 

1 

Составихъ совершенно такой же ковархантъ для формы 

2]Л^^./ I У^Уг^У^"'Уп.'' (5Г) 

Его мы представимъ въ такомъ вид*: 

с^у,,и,^у,,..•,у^=^ с^^',у,р,...,/ у^^'у/у/^•у^^ АЩ 

Еоэффихценты 

составлены изъ коэффшцентовъ 

А. л. I I 

совершенно такъ же, какъ 

Следовательно каждый коэффищентъ 



*) Си. пр1пг1чан1е къ эаглав1ю теореиы. 
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есть цЪдая однородная форма степени .о относительно коэф- 
фшцентовъ 

А, к.1 *• 

На основанш только что сказаннаго п пользуясь равеветвомъ 
(54), находинъ: 

<^Л^,А/,Р,...,^=^''-^Л', А^, ?,...,<'. (56) 

Въ такомъ случае равенство (55) принимаетъ видь: 

Оъ другой стороны, пользуясь основнымъ свойствомъ всякаго 
ковар1анта, им'Ьемъ 

С(У|, Уи Уз1- •. }/т)=1^^'^(Уп у, у Уз.- • м Уш)у (58) 

гдЬ 2) по прежнему обозначаетъ определитель (22) подста- 
новки (8). Показатель степени X есть число ц^лое, величина 
котораго определяется свойствами коварханта с(у^^ у^^ у^уу Уп)^ 

Изъ равенствъ (57) и (58) сл-Ьдуеть: 

<^{У^у Уг1 У8,•••,У^=^""^•У''•с(Уо У„ Уз.---. Ут)- (59) 

Это равенство показываетъ, что форма (49) послЪ обхода С1 
прюбрЪтаетъ только постоянный множитель 

Разсужден1я, приведенный по отношешю къ обходу А, при- 
М'Ьнимы и ко всякому другому обходу. 

Если такъ, то функц1я 

с{У^^У2У у,,..-, У^ 

при всевозможныхъ обходахъ на плоскости перем^ннаго х прь 
обр^таетъ только постоянные множители. 

Она равна радикалу изъ ращональной функцш перем'Ьннаго х. 

Теорема доказана. 
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§ 4. Некоторый геонетраче€К1я предсмвлен1я. Раздач1е нежду 
лнне1аою подстановкою н кодданеац1еМ. 

Въ дальн^йшихъ изсл^довашяхъ ввмъ часто придется поль- 
зоваться некоторыми геометрическими представлешями въ про- 
странств'Ь многигБ изм^решй. 

Уясняхъ въ короткихъ словахъ. сущность этихъ геометри- 
ческихъ представлешй. 

Будемъ разсматривать у^^ у^, Уз,**-} Уть какъ величины, 
пропорщонадьныя однороднымъ Декартовымъ координатамъ 

я?4, я?„ я?з,..., х^ (60) 

точки въ пространстве т — 1 измерешй. 

Обозначивъ множитель пропорщональности буквою <;, им^онъ: 

^^=^Уп Я?2=^У2, ^з=^У.1- • •, ^ш='^Ут' (61) 

Изъ курсовъ геометрхи известно, что однородный коорди- 
наты (60), всякой точки въ пространствЬ т— 1 изм^ретй 
связаны между собою однимъ линейнымъ соотношешемъ вида: 

'Ц.х.^^х.чп'Н.х,-^. . .•^'И^х^=%, (62) 

гдЬ 

суть постоянный величины, зависяпця отъ выбора системы ко- 
ординатъ. 

Соотношеше (62) позволяетъ по даннымъ величинамъ у^У^^ 

.Уз5«--> Ут найти соответствующую точку пространства. Въ 

самомъ дЪле, внеся данныя величины у^ у^^ у^у --у Ут ^'^ 

формулы (61) и подставивъ полученный выражен1я координатъ 

^19 ^39 ^з>-'*9 ^т ^^ равенство (62), находимъ: 

71 



^|У1-^^»У.-^'?из-^ ••-»-'^тУ 



(63) 



ш*^ш 



Вставивъ величину (6 В) множителя п въ формулы (61), на- 
ходимъ числовыя значетя координатъ о;^, х^^ ^зм-м^т иско- 
мой точки. 
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Такимъ образомъ, каждой систем^Ь йеличинъ 2^1 ? У^? у^» . • > 9т 
соотв'1тствуетъ единственная то^ка въ пространстве т -1 из- 
м^решй. 

Обратно, каждой точк^ въ пространств'Ь т — 1 измЪрешй 
соотв'Ьтствуетъ безчисленн(эе множество системъ значешй 
2/19 У| 9 !/з9- • м Ут ^ единственная система величинъ отношешй 
этихъ количествъ: 

"Ш "1Л "1Л "Я1 

Величины (64) можно разсматривать, какъ систему т— I 
неоднородныхъ координатъ точки въ пространств']^ т — 1 из- 
м^ренШ. 

Всякое однородное соотношенхе ;-ой степени вида: 

АУ1, У*9 Уз9--м У^=0 (65) 

можно представлять себ^ образно въ видЬ поверхности, выра- 
жаемой уравнешемъ: 

Яж,, X,, х,у..., а?^=0. (66) 

Въ самомъ дЬлф, умноживъ об^ части равенства (65) на с^ 
и принявъ во внимаше формулы (61), мы 11риведемъ уравнеше 
(65) къ виду ^66). 

Если подъ у^^ ^5, Уз9-- м Ут будомъ подразумевать систему 
величинъ интеграловъ 

Уп Угу Уз9 ••» Уп. С) 

дифферешцадьнаго уравнешя (11), то мы будемъ въ праве 
сказать, что каяБдая система величинъ этихъ интеграловъ изо- 
бражается точкою въ пространстве т — 1 измеренШ. 

Если мы убедимся въ томъ, что между интегралами (7) су- 
щоствуетъ при всехъ значешяхъ перемЬннаго х соотношеше 
вида: 

^<Уп Уг, У,,'-^ Уж)=0, (65) 
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то это будетъ значить, что каждая система ведгганъ интегра- 
ловъ (7) изображабтся в^которонх точкою поверхности >-го 
порядка: 

Возьмемъ некоторую ошнейную подстановку величинъ 2/,,2^», 

Уз ? • • • 3 Уда- 



У^=«1.| У|-^-«^« У«-*-^«.з Уз-^-- • •-»-««.т Ут» 
»^=аз.1 ^-+-«3.» У»-^-«з,з Уз-^----*-^з,тУтз 



(8) 



У«=«т,| У|-^^т.з У.-^-«т.з Уз"*-- • -»-««.тУт- ] 

Въ этихъ формулахъ всЪ коэффищенты а съ указателями 
суть величины данння и постоянныя. Он1 не зависятъ отъ 
величинъ у,, у„ Уз,--м Ущ- 

Подь вл1яшемъ подстановки (8) величины а?1, о?,, х^^...^х^ 

изменятся и сделаются равными х^^х^^х^^. . •' ^т> ^^ ^^^"^ 
будутъ им^ть мЪсто равенства: 



та?. = а, , а?, -на,, Хг-^^,^ х^- 



та?^=а,, а?, -на,, я?, -+-«4,8 х^- 



•-^-^|.т^т^ 



з,т ^т' 



'^^3=^3,1 ^й-^^з,! а?1-*-аз,з »з-^~----*-*з.т^тз 



(67) 



Множитель т долженъ быть опред^ленъ такъ, чтобы х^^х^^ 
^5-'-з^т удовлетворяли линейному соотношешю (62). Вели- 
чина его поэтому будетъ зависать отъ величинъ х^^х^^ ^зг**? ^т* 
Этою особенностью преобразоваше (67) разнится отъ линей- 
ной подстановки (8). Мы будемъ его называть коллинеащеЛ. 



01д1112ес1 Ьу 



Соо^к 



— 34 — 

Изъ сказаннаго сд^дуетъ, что каждой линеЁной подстановке^ 
соотв'Ьтсхвуетъ единственная кодлинеацха; всякой коллинеацш 
еоотв']^тствуетъ безконечное множество линейныхъ подстановокъ. 

Возьмемъ совокупность линейныхъ подстановокъ группы (т^у. 
Соотв'Ьтствующ1Я имъ коллинеацш тоже составятъ группу. Мы 
обозначимъ ее символомъ Т^у, . Порядокъ К^ этой группы или 
равенъ или меньше порядка ^ группы Оу. 

N^йN, (68) 

Если ^^=^V, то каждой коллинеацш группы 1^^, соотв']^т- 
ствуетъ одна определенная подстановка группы 0,\. 

Посмотримъ теперь, какъ изм{1нятся неоднородныя коорди*- 
цаты (64) подъ вл1ян1емъ подстановки (8). Пусть новыя вели- 
чины перем^нныхъ и^^ Щ^ Щ,. -у и^__^ соответственно равны: 

Изъ формулъ (64) и (8) находимъ: 



(69) 

Такое преобразоваше величинъ и^, и^^ ^з?--)^т-1 мы на- 
зовемъ линейною неоднородною подстановкою. 

Каждой однородной линейной подстановке соответствретъ 
единственная неоднородная . Обратно, каждой неоднородной 
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лкеВной подстановк'Ь соотв']1^тствуетъ безконечное множество 
одаородныхъ . 

Возьмемъ совокупность однороднБгхъ линейныхъ подстановоЕЪ 
группы (?л'. Соотв^тствуюпця имъ неоднородныя подстановки 
тоже составятъ группу. Ее мы будемъ обозначать симводомъ д^^^. 

Не трудно ВИДЕТЬ, что порядокъ этой группы равенъ по- 
рядку Д группы Еоллинеащй Гд^ . ДМствительно, каждой кол- 
динеацш соотв']&тствуетъ единственная неоднородная линейная 
подстановка и обратно. 

Пусть у^^ у 2^ Уз7-'м у» есть снова система 

Ун У,^ У,,-ч Уш (7) 

линейно -независимыхъ интеграловъ уравнешя (11) и пусть 
Оу есть группа лпнейныхъ подстановокъ, испытываемыхъ этими 
интегралами при вс^возмоашыхъ обходахъ на плоскости пере- 
м!^ннаго X. Дал^е, пусть снова интегралы (7) связаны между со- 
бою уравнешемъ 

/^У^^ Уа^ Уз.--, У-)=-0. (65) 

Въ такомъ случае поверхность 

Л^,, ^„ Я?31---? ^т)=0 (66) 

всякой коллинеащей группы I ,у, будетъ преобразовываться сама 
въ себя. 

Не трудно вид-^ть, въ какомъ случа^^ порядокъ К^ группъ 
Г|у^ и ду^ будетъ равенъ порядку N группы Оу. Это будетъ 
всяшй разъ, когда интегралы 

Уп Уг^ Уз>-.., Ут (7) 

выражаются ращонально черезъ функщи 

и,, щ, и,,..., и^__,. (64') 

Д']&йствительно, при только что сказанномъ услов1и каждой 
неоднородной подстановке группы ^л^ соотвЪтствуетъ един- 
етвенная подстановка группы (?л. 

. 3* 
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Въ выпихъ ввсд^^довашяхъ намъ придется почте вскдючв^ 
тельно им^ть ;^до именно съ тЪмъ случаемъ, когда Д=:^У. 
11рв этохь группа коддинеащй можетъ быть обозначена сш- 
водомъ Г^у. Кащой подстановке групнн 0^^ соотвЪтствуетъ 
едввсхвенвая коллввеащя группы Г^V и обратно. Линейныв 
ОДНОРОДНЫЕ подстановки и соотвЪтствуюпця инъ волдвнеац1и 
мы будеиъ обозначать одвнаковыни символами: 

СоотвЪтствуюпця имъ неоднородння подстановки группы д^ мы 
будемъ обозначать такъ: 
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ГЛАВА П. 

Основная система уравнен1й. 

§ 5. Первоаачадьнм основная система ураваеай ■ ея упрощенк. 
Пусть дано неприводимое алгебраическое уравнеше п-ой сте- 
пени: 

Ф(У, х)=0. (1) 

Въ раскрытой формЪ оно выразится такъ: 

у'*-|.ру-*-#-Р'у-'н-. . . -ьР(''-«)у^Р^'»>=0, (2) 

гдЬ 

Г, Р",..., Р^''-"^ Р^'^ (3) 

суть ращональныя функцш перем^ннаго х. 
Обозначимъ корни уравнешя (1) буквами: 

У^у У^у У.^--, У„. (4) 

Боэффиц1енты (3) суть симметрическ1Я функцш корней (4). 
Поэтому мы въ правЪ написать рядъ равенствъ: 

%ДУ.. У,у У„ -•, Уп)=Рну *=1. 2) 3,..., п— 1, п, (5) 
гд4 Р,, Р^, Р,,..., Р„ суть функщи (3), расположенный въ 
яномъ порядк]^. 

Въ правыхъ частлхъ равенствъ (5) стоятъ выражешя коэф- 
фищентовъ черевъ перем^^нное х^ а л^выя части суть вьфа- 
жешя тбхъ же коэффищентовъ черезъ корни (4) уравнешя (1). 

Если въ уравнешяхъ (5) разсматривать величины у^, у^^ 
Уз,..., Уп7 какъ неизвЬстныя, то мы получимъ систему л урав- 
нен1й съ п неизвестными. Эта система совместна и им']&етъ ко- 
нечное число р']|^шен1й. 
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Пусть по прежнему въ чисхЬ корней (4) только т величннъ 
между собою линейно-независимыхъ: 

а остальные корни выражаются черезъ нихъ линейно: 



Вставивъ эти выражен1я въ равенства (5), получимъ п урав- 
нешй вида: 

Фл(У|» !/«1 Уз.-.-, Ут)=Рл1 *=!. 2, 3,..., п— 1,п. (8) 

Уравнетя (8) должны быть совместными и тг1ть конечное 
число рЬшенгй. 

Такъ какъ въ системе уравнетй (8) число уравнешй п 
больше числа т неизвЪстныхъ, то ясно, что въ этой системе 
п — т уравнешй суть сл'Ьдств1Я остальныхъ и могутъ быть 
опущены. 

Опустивъ эти ненужный уравнешя, можемъ представить си- 
стему уравнешй (8) въ такомъ вид$: 

Ф^Уп У*. Уз,-. , У^)=Рь *=!' 2, 3,..., т. (9) 
Найдя выражен1я функщй 

У., У^, Уз^--. У«, (*) 

удовлетворяющихъ уравнен1ямъ (9), мы будемъ им^ть выраже- 
шя и для всЁхъ остальныхъ корней уравнешя (1). Для этого 
достаточно внести выражен1я функщй (6) въ формулы (7). 

Уравнен1я (9) мы назовемъ первоначальною основною сглсте-^ 
мою уравнетй. 

Раз^лимъ уравнен1я (9) на два класса. 
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Къ первому классу отнесемъ т* уравнешя, гд-Ь величина Р^^. 
отъ нуля отлична. 

Ко второму классу отнесемъ тЬ уравнешя, гд* во второй 
части стоить нуль. 

Пусть число уравненШ 1-го класса равно I. Ничто не м%- 
шаетъ предположить, что это« суть первый I уравнешй си- 
стемы (9): 

Фа' ^У^^ Уг. Уз,. . м У«)— Л' , А'=1. 2, 3, . ., /. (10) 

Въ этихъ уравнен1яхъ правыя части не равны нулю при про- 
извольномъ X, 

Остальныя т—1 уравнешв системы (9) будутъ принадлеакать 
ко 2-му классу и будутъ им'Ьть такой видъ: 

Фл"(Уп У., Уз,-«м Ут)=0, Г=г-1-1, и-2,..., т. (11) 

Теорема. Число I уравнешй 1го класса въ основной 
систем'Ь (9) не меньше двухъ. 

Введемъ по прежнему обоэначешя: 

.е*,= ^, 1*,= ^, «1з=— ,..-, «*«-1=^^. (12) 

Уравнёшя 2-го класса примутъ видъ: 

Ф^"(г^,,«1„ г^з,..-, 1*„»-0=0*), Г=и-1, гн-2,...,т. (13) 

Между уравнен1ями (13) н'Ьтъ ни одного, которое было бы 
сл'1дств1емъ остальныхъ. 

Мы хотимъ доказать, что число I не можетъ равняться ни 
нулю ни единиц'Ё. 



*) Бнражен1е: 

Ф;г,м(и„ щ, Щу.., «4„-|, 1) 

мы с9Бращенпо обозначаемъ спиволомъ 

ФЛ"(«1» Щ^ г«з, ..., и^_,). 

Подобными об. значеншми иы часто будеиъ пожьзоваться. 
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Воща 2=:0, то система (13) состоитъ иаъ т уравнешй съ 
т — 1 неизв'Ьстными «I,, «I,, и,,..., и^^^. Тавъ кавъ уравне- 
Е1Я (13) совместны, то по крайней жЬр'к одно ивъ нихъ ока- 
жется сл^дств1емъ остальннхъ. Это закдючеше противоречить 
скаванному выше. Следовательно, число I не иожетъ равняться 
нулю. 

Когда 2=1, то система (13) состоитъ изъ т — 1 уравнешй 
съ т-г-1 неизвестными и^, и,^ «*з5--.-? Ч«-г Следовательно 
величины ( 1 2) оказываются постоянными. Это заключенхе тоже 
нелепо потому, что интегралы 

Уп У.) Уз,-.-, Ут (6) 

между собою линейно-независимы. Отношешя ихъ не могутъ 
быть постоянными. 

Итакъ, число I не можетъ равняться ни нулю, ниединиЕ^е. 
Оно не меньше двухъ. Теорема доказана. 
Возьмемъ одно изъ уравнешй 1-го класса. 

Фк' (Уп У*, Уз,- - М Ут)=РА' . (14) 

На основаши теоремы 2-ой параграфа 3-го можемъ сказать, что 
форма 

Фк'^У.^Уг^ Уз,.... Уп) (1&) 

есть или первичная форма или произведенье несколькихъ пер- 
вичныхъ формъ. Во всякомъ случае форма (15) делится на- 
цело на некоторую первичную форму 

Ш, Уг^ Уз...м У«)- (16). 

Первичная форма (16) не равна нулю при произвольномъ 
значенш х, Въ самомъ деле, иначе форма (15) тоже равня- 
лась бы нулю при всякомъ значеши о;, уравнеше (14) не могло 
бы принадлежать къ 1-му классу. Обозначнвъ индексъ первич- 
ной формы (16) черезъ (л^, находимъ: • 

/1(Уо У2) Уз>. • м Ут)= У^адХ ^^"^.^ 
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гдЬ В^х) есть н^^которая ращонадьная функщя пере1гЬн- 
наго X 

Основной системе ур^^^^^В (^^ данномъ значетигг) удо- 
вдетворяетъ не только одна определенная система значешй 
алгебраическихъ функц1й: 

Уп Уг^ У,»..м Уш, (6) 

но и всЪ остальння системы значешй, пр1обр']&таемыхъ этими 
многозначными функц1ями посл4 всевозможныхъ обходовъ на 
плоскости перем^ннаго х. 

Совершая различные обходы на этой плоскости, мы зам^- 
тимъ, что правая часть уравнен]я(17) меняется. Онапр1обрЬ- 
таетъ множителями величины: 

1 ^" 1* 1* -|»*«~"^ 

•■■>•/» У>У>»»'>У > 

г;^ ] есть первообразный корень степени и^ изъ единицы. 

Всякая система значенШ функцгй (6) удовлетворить одному 
изъ уравненШ: 

Ш» Уп Уз.- • •,>)=^'. У-ВДа?), 3=0, 1, 2,. . ., а^— 1. (18) 
Перемножая уравнешя (18) между собою, находимы 

С^{У^. У.. Уз,'.-, Уп.)=В,{х). (19) 

Этому уравнешю, такъ же какь и уравнешю (14), удовле- 
творяетъ всякая система значешй функщй (6) при данномъ 
значешй х. 

Уравнеше (14) или тождественно съ уравнешсмъ (19) или 
распадается *) на несколько уравнешй, подобныхъ уравнешю(19)- 

Такимъ же образомъ каждое изъ остальныхъ уравнен1й 1-го 
класса первоначальной основной системы заменится однимъ 
или н'Ьсколькими уравнешями вида (19). 

Возьмемъ одно изъ уравнешй 2-го класса: 



*) Бсжп форка (15) есть произведеа1е в']^сбодькихъ разля^яохъ иезвд7 
собою первпчннхъ форнъ. 
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^к"(Ух^ Уп У.,---- 2^т)=0. (20) 

Форма 

Фк"^У^^ Уг^ Уз,---. !/«) (21) 

есть или первичная форма или произведете п^Ьсколькихъ формъ, 
И8ъ которыхъ по крайней м^р-Ь одна: 

Р^{Уп Уп Уз,.-., Ут) (22) 

есть первичная форма равная нулю при всякомъ значенш х *). 
Во всякомъ случа* уравнеше (20) заменится однимъ или 
н'1сколькими уравнешями вида: 

Р^{Уп У|, Уз,..-, Ут)=0, (23) 

гдЪ въ л-Ьвой части стоить первичная форма. 

Такимъ же способомъ каждое изъ остальныхъ уравнен1й 2-го 
класса первоначальной основной системы зам]&нится однимъ или 
Н']&сколькими уравнешями вида (23). 

Сообразкая все сказанное находимъ, что первоначальная си- 
стема уравнешй можетъ быть заменена новой системой, гдЪ 
ь(Л уравнен1Я 1-го класса им^ютъ такой бидъ: 

С"(У|, У,, У.,..., У«.)=ад, (19) 

а вс4 уравнетя 2-го класса — ^такой видъ: 

•^"/5(^0 У«, Уз,..., Ут)=0. (23) 

Эти уравнев1я составляютъ систему совместную: имъ удовле- 
творяетъ всякая система значешй функщй: 

Уп У1, Уз,-.., Ут* (6) 

Такъ какъ некоторый изъ уравнешй первоначальной система 
могли распадаться на несколько новыхъ уравнешй вида (19) 
или (23), то въ новой системе число уравненой можетъ ока- 
заться больше числа т неизв4стныхъ. Такъ какъ новая си- 



*) Си. маву I, § 3, 11ри1г1чан1е въ конц* доказательства теоремы 2. 
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стена уравнен1й наверно совм-бстна, то излишн1Я уравнешя 
могуть быть опущены. Въ такомъ елучвЛ мы подучаемъ си* 
стену т уравненШ съ т неизв'Ёстными видовъ (19) и (23). 

Такую новую систему мы назовемъ упрощенной основной 
системой уравненгй. 

Обозначая число уравнешй 1-го класса въ упрощенной си* 
стем']^ снова буквою /, мы скажемъ, что упрощенная основная 
система соетоитъ изъ I уравненгй вида: 

/;^МУ., Уг. у.,.-., !/т)=2г,(2:) (19) 

и изъ т — I уравненгй вида: 

Р^(Уп Уг. Уз,-.., Ут)=0. (23) 

Бо всЬхъ дтихъ уравнешяхъ л'Ьвыя части суть первичный 
формы. Число I уравнешй' 1-го класса не меньше двухъ. 

Сохраняя обо8начен1я главы I, "мы представимъ дифференщ- 
альную резольвенту уравнешя (1), въ такомъ ъщ^: 

^^ ^-^* Ш^^-^^ ^^■*- • • -^^^-.^-^я.У=0 . (24) 

Этому уравнешю удовлетворяетъ всяшй корень уравнен1я (1), 
а сл'Ьдовательно и всё значен1я функщй: 

У^^ У,у Уз,--., у- (6) 

Вм'Ьсто величинъ (6) мы можемъ взять любую систему линей- 
но-независимыхъ интеграловъ уравнешя (24): 

у', У'\ у'",..., У^'^ (25) 

Величины (6) выразятся чрезъ нихъ линейно. Внеся эти вы- 
ражешя въ л^^выя части уравнешй (19) и (23), мы увидимъ, 
что внФшн1й видъ ихъ не ИЗМ']&НИТСЯ. 

Всякая система (25) линейно - независимыхъ интеграловъ 
уравнен1я (24) удовлетворяетъ некоторой основной системе 
уравнешй такого типа, какъ мы видЪли выше. 
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Для избЪжашя новыхъ обозяачешй ми не будемъ вводить 
въ формулы величины (25), а условимся подразум^Ьвать подъ 

У1^ »1» У.> --5 Ут (6) 

любую систему линейно -независимыкъ интеграловъ уравне* 
Н1Я (24). 

Мы можемъ сказать, что они во всякомъ случае будутъ 
удовлетворять некоторой упрощенной основной системЬ урав<- 
нешй разсмотр'Ьннаго выше типа. 

§ 6. Преобразоваим осювмя снстена уравмемШ. 

Вводя снова обозначен1я: 

и,= У-^, 1*,=-^, 11,=?^,..., 11,,^=?^22^, (12) 

Уш Уш ' Ут "" ' Ут 

мы представляемъ уравнешя (19) и' (23) въ такомъ вид'Ь: 

Р^{Щ, 11„ е^„..., и^^.)=0, (27) 

гд* V^ есть степень формы Ц,у,, у,, У,,- . ., у^п^. 

Основная система будетъ состоять изъ I уравнен1й вида (26 ) 
и изъ т — I уравнетй вида (27), при чемъ I не меньше двухъ. 

Возьмемъ любня два изъ числа I уравнешй вида (26), на- 
примЬръ: 

Ут'^-'-Г' (Ч, Ч, «.,. . м ^_.)=Д(а^), *) (28) 

У,/"'~^<.'*~(«п ^.. ^.,. . , «*п.-.)=«со(я?)- (29) 
Обозначимъ наименьшее кратное чиселъ 



*) Ниже будетъ ясно, почему индексъ « въ первомъ изъ этихъ уравне- 
Н1& принять равныиъ нулю, а во второиъ-гбезконечности. Этоть индексъ, 
пвъ же, кавъ и индексъ /3, служить только Д1Я разл1Ч1Д уравневхй другь 
отъ друга. Поэтому мн варавЬ потагать индексы « и /3 равными какимъ 
угодно чпсдамъ, лишь бы въ ргздкчаыхь уравнен1яхъ они не бши оди- 
наковы. 
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буквою 6 н полоаяиъ: 

^ л '^ л 

Возведемъ об^ части уравнения (28) въ степень с1^, о&к 
части травнееия (29) — въ степень 4^ и затЪиъ раздЪлшгь одно 
уравнеше на ;фугое: 

Г.о'^''~(«., «„ «„..., «««_.)" В„^а?)- ^^"^ 

Можетъ случиться,, что изъ ращоназаной фунвщи: 

извлекается точно корень некоторой степени г, и въ то же 
время показатели степени [1^Л^ и [х^с2^ д1|лятся нац-бло на г. 
Полояшвъ въ такомъ случа*!: 



V в Цл?) ^^^ "— — ^0» — 7^-— -^во» (31) 
мы можемъ зам'1нить уравнете (30) бод^е нростымъ: 

(о<Щ^ у Ц >■-'■> Ця>-|) =д(а,), ^32) 

Если г=г1, то уравнеше (30) тождественно съ уравнетемъ 
(32). Въ этомъ случа']^ уравнешя (30) и (32) разнятся между 
собою только обозначетями, какъ видно изъ формулъ (31). 

Итакъ, изъ уравнен1Я (28) и ^29) вьггекаетъ какъ сл'Ьдств1е 
уравнете (82). 

Если число / уравнешй 1-го класса въ основной системе 
больше двухъ, то мы возьмемъ одно изъ уравнешй вида (26), 
наприм^ръ уравнеше (28), и будемъ поочередно комбинировать 
съ нимъ каждое изъ остальннхъ / — 1 уравнешй вида (26) по- 
добно тому, какъ вьппе мы комбинировали уравнеше 128) съ 
уравнешемъ (29). 
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Въ результате мы получимъ / — 1 уравнетй такого же типа, 
вакъ (32). Оставимъ уравнеше (32) безъ перемены и исключимъ 
при посредстве его величину х ивъ каждаго изъ остальныхъ 
I — 2 уравнешй того же типа. Получится I — 2 уравнен1Я вида: 

Фа'"(«п Щ. ^.^ . ., «^«-|)=0, А;"=3, 4, 5,. .. , I (33) 

После такого преобразовашя основная система уравнешй 
окажется состоящею: 

1) изъ одного ур8внен1Я (32), 

2) изъ I — 2 уравнешй вида (33), 

3) изъ т — I уравнешй вида (27). 

Всего въ ней будегъ т — 1 уравнешй съ т — 1 неизвест- 
ными: 

щ, щ, щ,..., и^_,. (12') 

Возьмемъ одно изъ уравнешй вида (33): 

Внеся въ него вместо щ^ и„ гг,..., и^_^ выражешя(12) 
и освободивъ отъ знаменателя, получимъ: 

ФГ{Уп Уг^ !/.,..., Ут)=0- (34) 

, Уравнеше (34) совершенно того же вида, какъ и все урав- 
нен1я (20) *) второго класса первоначальной основной системы 
уравнешй. 

По причине уже разсмотренной в^ь прошломъ параграфе, 
мы можемъ заменить уравнеше (34) уравнешемъ вида: 

^^/(У., У,, Уз^., Ут)=0, (35) 

где въ левой части стоить первичная форма. 

Въ такомъ случае уравнеше (35) можно присоединить къ 
числу другихъ совершенно подобныхъ ему уравненШ 2-го 
класса упрощенной основной системы. 



♦) См. § б. 
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Сказанное объ уравнеши (33') относится ко вс^мъ I — 2 
уравнешямъ (33). Всё они зам-Ьнатся уравнетями вида (35) 
и могутъ бить присоединены къ числу уравнеши 2-то класса 
основной системы. 

Основная система окажется состоящею: 

1) изъ одного уравнен1я (32), 

2) изъ т — 2 уравнеши вида 

Р^{Уп УпУ,,.--, Ут)=0, (23) 

или, что то ле, изъ т— 2 уравнен1й вида 

Р&{Щ, Щ, «*з^-» «*т-ч)=0- (27) 

Короче говоря, основная система уравнеши принимаетъ та- 
кой видъ: 

/о^' (Ц|> Ц>> Щу", Цт~|) —В^^х), ] 

/'со^~(«1 ,«.,«*,,.-., «*т-. ) ' [ (36) 

^^л(Ч.«**»««з,- •5^т^|)=0, Л=1,2, 3,...,т— 2. ) 

Такую систему будемъ называть преобразованною основною си- 
стемом уравненгй. 

§ 7. Выраже|1я корме! первомчальяоМ осювюй смстешы 
уравмеиШ черезъ корви преобразовано! системы. 

Корнями первоначальной основной системы уравнеши слу- 
жать величины функщй 

!/п У,, Уз^--. Ут^ (6) 

составляющихъ систему линейно - независимыхъ ингеграловъ 
дифференщальной резольвенты (24). 
Отношен1я этихъ функщй 

' Ут ' Уш ' Уш "^ ' Ут 

сз:^жв>тъ корнями преобразованной основной системы. 

Им'1я величины у,, !^„ Уз>- • •? Ут> ^и -"вгко можемъ вы- 
числить величины м,, 1<„ «^з>--» ^т-1 ^^ формуламъ (12). 
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Опрашивается! нельзя ли найти величины (6), по данншгь 
веднчинамъ (12). 

Применяя теорему Лхувилля къ дифференщальной резоль- 
венте: 

Р^а^-^Р^ 5^-^* ^^•-*"- • •■^-- ^^Рп.У=0, (24) 
ш! нашли въ глав^ I такое равенство *): 



ах 



//•— I > 



(1аГ- 



!»•••' /»/..»»—• 



У. <«' 



г/1 1 



Лх' 



У* 



.т—г » л_т— » » 



(^Х" 






(/а? 






-УР), (37) 



у. . У« >•., Ут 

гдб х(^) — функщя выражающаяся формулою: 

у^xУ=0(x-(^^)~^^ {х—а,)~'^ (х—а^)-'^'. . . {х-^ар)~^Р . (38) 

Въ этой формуле 

«1, о,, а,,..., «Р (39) 

суть критичест точки интегра^овъ уравневк (24), а показа- 
тели степени 

Л> Л» -4>--ч Л (40) 

суть в^которня рацгональныя постоянный числа. Поэтому /(х) 
есть нЬкоторЕхй радикадъ изъ ращональной функцш перем1|н- 
наго X. 
Уравнешю (37) удовлетворяетъ всякая система 

У1уУ*,У,'-';Ут (6) 

лвнейно-невависимыхъ интеграловъ уравнешя (24). Ему удо- 



«) См. м. I, § 2, фориулу (26). 
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влетворяетъ поэтому и система корней первоначальной основной 
системы 7равнен1й. 

Изъ равенствъ (12) им^емъ: 

Внеся эти выражешя въ л^вую часть равенства (37), на- 
ходимъ: 



Уп 









Ли. 



Ш — I 



с1х 



их 



=Х(^). (42) 



Дифференцируя уравненк (36) преобразованной основной 
системы, мы можемъ найти выражешя производныхъ: 

ЛГ-'щ оГ-^щ Ли, Л'^-'щ 

въ ви;^ ращональныхъ функщй величинъ: 
и,, «1„ «3,..., и^^,, X. 
Внеся выражешя этихъ производныхъ въ определитель: 



лт—% 



Щ сГ^'щ 



7т— л 



««.-. 



сЬ" 



"»- • ' /?/.•»»— «»••'» 



Ла^ 



ей?' 



,т— I 















(43) 
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мы представииъ его въ видЪ ращональной функцш веднчивъ: 

ОбозначЕмъ полученное выражеше сикволомъ: 

Д(«о «»» «..-••, «*«_•.»)• (44) 

Равенство (42) прихетъ ввдъ: 

Изъ равенствъ (12), (38) в (45) находамъ: 

"Ь V 1 



у.=« 



X \/^{ (а?— «.)^ («-«,)"*•. • • (ж— «р)^}"", 



1»» т 



^ X 



\/Д(и„ «„ и,,..., «^^„ ж) 
X \/С { (!Г— «,)^ («?—«,)'*•. . .(я?— «р)^}" ~, 



Ут—^т 



X у^ { (а?-а.)^« (я'-а,)^. . .(«-ар)^р}"", 
1 



(46) 



X \/^ { (^-«^^^^ (^«^-«^'^•...(^^-«рЛ}""^. 

Формулы (46) р'&шаютъ поставденную выше задачу: он% 
даютъ выражешя корней первоначальной основной системы 
уравнешй черезъ корни преобразюанной основной системы. 

Прим%чан1е 1. Выше *) мы обозначили символомъ Сг19 со- 

•) См. м. I, § 1. 



Офгеб Ьу ^з0051С 



— 51 — 

вокупность однородныхъ линейнохъ подстановокъ, испытывав- 
мыхъ фуншцями 

У^, У,^ У.,-.-1 Ут (в) 

при всевозможныхъ обходахъ на пюскости переи^ннаго %, 

Группу соотв^тствующнхъ имъ неоднородныхъ подстановокъ, 
испытываемыхъ величинами 

«1= — , «*.= — , <'з = — ,--р^т-* = ^^^^' (12) 
' Ут Ут Ут "^ Ут 

иы обозначили выше*) символомъ ^д^и видели, что 

Теперь не трудно уяснить себ']^ происходкдеше этого нера- 
венства. 

Д'Ьйствительно, правыя части формулъ (46) содержать въ 
себ^ радикалы. Поэтому могутъ существовать таше обходы, 
носл^ которыхъ функщи (12) возвращаются къ своимъ перво- 
начальнымъ вначешямъ, а функщи (6) прхобрЬтаютъ одинъ и 
тотъ же постоянный множитель. Въ группе д^^ каждому та- 
кому обходу соотв^тствуетъ подстановка 1, а въ группе 6!у ему 
соотв'Ьтствуетъ подстановка вида: 

!11=т^ У2=}У2^ Уг = ]У%^' • -1 Ут= 1Ут^ 

гдЬ ; есть некоторое постоянное число. Эта подстановка от- 
лична отъ 1 . 

Если радикалы, входяпце въ формулы (46), извлекаются 
точно, то величины (6) выражаются ращонально черезъ функ* 
цш (12). Въ этомъ случае обходовъ только что указаннаго 
характера существовать не можетъ. Порядки ^ и Д группъ 
О у и дк, одинаковы. 

Прим%чан1е 2. Обозначимъ неоднородныя линейння 
подстановки группы 9.% символами: 



♦) См. и. I, § 4. 

4* 
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«0^ «1» »2»--М «^^1-1 • (47) 

Въ такомъ случа*! мы въ прав*! сказать следующее. 

1) Подстановки (47) не м^няютъ уравненШ основной системы: 

/^соМ^О^а» «,!•••. ««т-.) ' I (36) 

^а(<*о Щу ^,,--м <«т-|)=0, й=1, 2, 3,.,.,т-2. ) 

2) Найдя одну систему величинъ 

удовлетворяющихъ уравнен 1ямъ (36), мы можемъ найти всего ^^ 
различныхъ системъ рЪшешй этихъ уравнешй, преобразуя ве- 
личины (12') подстановками группы д^^^ . 

Прим-бчанхе 3. Моясетъ возникнуть сомн']&ше) исч^- 
пываютъ ли ^д системъ рЪшевИ^ полученныхъ сказаннымъ 
образомъ, ь(А рЁшешя уравнешй (36), или н'Ьтъ. 

Д']&ло въ томъ, что во время преобразовашя первоначальной 
основной системы уравнешй мы возводили некоторый уравне- 
тя въ степень. Черезъ это мы могли ввести лишн1я р']&шен1я. 

Мы будемъ предполагать, что число р^шешй системы урав- 
нешй (36) равно порядку ^^ группы ду^ . Ниже мы увидимъ, 
что рЬшеше задачи можетъ быть приведено именно къ этому 
случаю *). 

При такомъ условш корнями основной системы уравне- 
шй (36) будутъ служить только значен1я, прюбрЬтенныя 
функц1ями (12') посл'Ь всевозможныхъ обходовъ на плоскости 
перем']&ннаго х. 

Систему уравнешй, обладающую такимъ свойствомъ, мы бу- 
демъ называть неприводимою. 

§ 8. 11реобразовА11е переш'Ьныхъ въ осювюй систеш'Ь урав- 
кеиШ. 

Возьмемъ основную систему уравнешй: 



*) См. ниже, ^им^чан1е въ конц']Ь § 16. 
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/о * (**п Ц» **»•••> **т— |) ДГгс) 

Нсзависикое перем^ЕШое а; входить только въ одноиъ ивъ 
атъ травнешй. Введеиъ вн^то х новое переменное ^, свя- 
занное съ никъ соотношетехъ: 

<=с„Б(я;), (48) 

гдЬ Со пока совершенно произвольное постоянное число конеч- 
ное и отличное оть нуля. 
Основная система уравнешй приметь видь: 

/'ео^^К» ^^^ «31--М «т-.) ' . (49) 

^^л(«.» «„|^„...,»^--,)=0, Л=1, 2,3,...,т— 2. 

Возьмемъ разсмотрЪнный выше определитель (43). Совер- 
шивъ преобразовате перем1ннаго (48), мы представимъ опре- 
д^Ьлитель (43) въ такомъ видЪ: 



т(т —4 ) 



(-'-^^Г 




Выше ш! представЕли опредЬлитеп (43) въ видЪ ращональ- 
%ой функщи величвнъ: 



И обозначили эту ращональную функщго снхволомъ: 
Цщ, «,, и,,.. ., и^_„ х). 



(44)- 
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Совершенно такимъ же образомъ, дифференцируя уравне- 
шя (49) по I, можно представить определитель формулы (50) 
въ видЪ ращональной функщи величинъ: 

Въ выражен1е этой рацюнальной функщи можно ввести вме- 
сто I л^вую часть перваго изъ уравнешй (49). Определитель, 
входяпцй въ формулу (50), представится въ видЪ ращональной 
функщи величинъ: 

Щ, Щ, Щ^'-', «*т-1- (12') 

Эту ращональную функщю мы обовначимъ символомъ: 

^К, и,,щ,..., и^^^). (51) 

Такъ какъ определитель (43) равенъ выражешю (50), та 
имеетъ место равенство: 

т(т— 4 ) 

=(с, -^рЛ * %, «.. «.»'••» »«.-.)• 
Внесенъ это ВЕфажеше въ форнулы (46): 



У*=^ 



и. 



у/Ди„ «„ «„..., и^_,) 



• Ф), 



У*п- 



У^^К. Щ, «„•••, «т-.) 



"т— 1 



: .«(ж), 



Ут= 



т т 



^Цщ, «„«,,..., «^_,) 



.Цж), 



.(о(а;), 



гдЬ 



(б2> 



(53) 
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<о(ж)= 



(54) 

Внражеше (54) есть радикалъ изъ ращональноВ функщк 
пере1г6ннаго х. 



Цологшгь 

У1==Ч*«Ц«)» Ь=1, 2, 3,..., т. 
Велвшган г,^ выразятся такъ: 



(55) 



Ч.= « 



у^б(«„ «„ «„..., «^_.) 



''«"^^ 



«. 



у^г(«,, и„ «„..., «^_,) 



Чт-й ^т 



«т-1 



\/^(«., «„.««I,...» «т-|) 

.1 



Чт — » 



(56) 



Отношешя этихъ величинъ равны отношен1ямъ соотв^тствую- 
щихъ велшганъ у,, у,, Уз>--1 Ут- 

^ = «., ^ = «., ^ = «3...., ^ = «.-.. (57) 

^т Чт Чт Чт 

Обращаясь къ уравнешямъ: 

• • • . • • • - 

/"вв^ («м «*,» «„•••» «т-и) ' } (49) 

^а(«1 > ««» «,»••., «т-|)=0, й=1, 2, 3, ... , ш— 2, 1 
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мы видюгь, что эти уравнешя разнятся отъ уравнешй (36) 
только обовначешемъ: величина с^М{х) заменена буквою ^. 
Поэтому: 

1) Число системъ корней уравнешй (49) равно ^^^^ — числу 
системъ корней уравнен1й (36). 

2) Уравнешя (49) не меняются подъ вл1яшемъ неоднород- 
ннхъ линейныхъ преобраэовашй: 

^0) ^1? ^1>- • •> ^N1-1 (47) 

группы й'лг, • 

3) Если найдена система корней 

уравнешй (49), то вс^ остальныя системы корней тЪхъ же 
уравнешй могутъ быть получены путемъ преобразовашя вели- 
чинъ (57') подстановками (47). 

4) Система уравненШ (49) непрнводима. 

5) Всяшй замкнутБгй обходъ на плоскости перем1ннаго < 
равносиленъ преобрс^овашю величинъ (57') помощью одной 
И8ъ подстановокъ группы ду^ . 

Спрапшвается, каковы будуть и8м^Ьнен1я величинъ (56) при 
равличныхъ обходахъ на плоскости перем^Ьннаго {. 

Пусть обходу И соотв^тствуетъ следующая линейная под" 
становка группы д^^ : 






«^т-!*» 



(58) 
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Шсхк обхода С1 фушщш ^(«,, «„ «,,••• ><<т—|) И81г6шгаса 
и сх^ается равною: 



^(«., «„«„•",«*«,-,>= 






ащ 

ёИ 









(59) 



Вставивъ въ правой части этого равенства вм'Ьсто «^1 , е!,, 1«зг* 
• • • 9 ^п».! выражен1Я (58), найдемъ: 

б(и,,«Г„ «з^--, г^п-|)= 



(^|^*-^«т,«Ц-^а1 



т.з ^^э 



'*т,т— « ^т— 1~^'^т,т 



(60) 



Ивъ формулъ (56), (58) и (60) находимъ, что величины 
посл^ обхода 11 заменятся новыми велнчинаии: 



(61) 



гдЪ ^ есть Некоторый корень степени т изъ единицы. 

Итакъ, величины (56)привсевозможныхъ обходахъ на плос- 
кости пере1г1ннаго Ь испытываютъ линейный однородный пре-» 
обравоваши. 

Совокупность линейныхъ подстановокъ, соотвЪтствующихъ 
всевозмохнымъ обходамъ, составить некоторую руппу в,\. 
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Изъ только что сказаннаго мещу прочивсъ, вытекаетъ такое 
сл-ЬдстЕхе: 
Если форма 

НУн Уг^ Уз7--м Уш) 

была первичною формою на плоскости перемЪннаго х^ то форма 
будетъ первичною формою на плоскости перем-Ьниаго I. 



Возьмемъ дифференщальное уравнете: 



(Г*"-' У) с?^^"* у;, й 



т — I 






от-' ' Л'"-* 


' (Й*"— * '" ■' й^"*-' 


си ' (й 

»1 , >}| 





=0, (62) 



гд( г, есть неизв^кстная функщя, а 

суть внражешя (56). 
Въ раскрытой фори/Ь это уравнете принетъ ввдъ: 



Л" 



Л" 



<гг 



си 



суть ращональнна функщи величинъ: 



(64) 



01д1112ес1 Ьу 



Соо^к 



— 59 — 

не ]гЬняюпш1СЯ при всевозможнБххъ обходахъ на плоскости 
пере1гЬннаго {. Это суть, следовательно, ращональныя функ- 
щи ^ Такъ какъ всЪ ч^иены уравнешя (63) можно освободить 
отъ общаго знаменателя, то мы можемъ представить коэффи- 
щенты (64) въ видЪ ц^лыхъ функщй отъ (. 

Уравнете (63) есть днфференщальная резольвента основной 
системы (49). 

Изъ формулъ (48) и (55) сл']&дуетъ, что мы можемъ полу- 
чить новую дифференщальную резольвенту (63), преобразуя 
Прежнюю резольвенту (24) подстановкою: 

1/=(о(а?),У1, {=с,В{х). (65) 
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Геометрическ1я представлеи1Я для основной системы 

уравиеи1й. 

§ 9. Норниым система дне1|0-аезавас1мы1ъ вятеграювъ 
д|ФФере1ц1а1ыоВ резольвенты. 

Удерживая обозначешя главы II, мы будемъ представлять 
себ% основную систему уравнешй въ такомъ вид^: 

Рн(М1^ «**» «з^-м «т-|)=0, Л=:1, 2, 3,,..,т-2. (2) 

ВсЬ системы корней отихъ уравнешй могутъ быть подучены 
путемъ преобразовашя одной изъ нихъ: 

?«,, и,, Из,..., «^_| 

подстановками группы д]^^: 

Каждая изъ функщй и^^ и^, и,,..., и^^^ можетъ быть пред- 
ставлена въ вв(дЬ отношешя двухъ интеграловъ дифференщаль- 
ной резольвенты: 

По прежнему подагаемъ: 
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т— < 



гдЬ 



(б) 



(6) 



1п Чп '^зэ* ••> Чт 

есть одйа ивъ безконечнаго множества системъ линейно-неза- 
висимнхъ интеграловъ уравнеЕоя (4). До сихъ поръ внборъ 
этой систещ остался нич^мъ не ограниченъ. Восдодьзуемся 
этимъ проивволомъ съ цЪлью возмоашаго упрощен1Я дальней- 
шихъ ивсл^довашй. Вовьмемъ какой-нибудь интегралъ ч урав- 
нешя (4). Онъ выразится въ видЪ линейной функщи вели- 
чинъ (6): 

г:=а, о, н-а,7],н-аз V], -*-... -ьа^у]^ . (7) 

Пусть посл^ нЬкоторато обхода Г2 на плоскости пере11']Ьн- 
наго I величины (6) испытали сл']&дующее линейное преобра- 
зовате: 



'')|=«1.| ^|-*-^^в ^/«-^«1.3 Пг 

''}2=*«,1 '')|"*-^2.« Ч8-*-<=^1,8 'Оз- 
'1з=«3.1 '')1-*-'*3,3 '')2"+^^8.3 'У)3- 



« ,т 1т> 



.н-а, 



«,т 'Ы) 



.-1НХ. 



з,т '^т> 



''Зт==^т,1 ''^^"*-*зе^,«'^«"*-V^ ^з ^^ • • • **- ^т "Чт О 



(8) 



чт ~т,« •!« ■ '~т,» '/»^ ■"»»,» 'И ■ • • • ■ ""т.»» •!»»•/ 

Опре^^лаенаа формулою (7) фушоця ^ послЬ обхода С1 сщЬ' 
лается равною величине С: 






(9) 



-^в.«|^-»-в1«.,т-^».«..т-+-- • •-»-вт«т.т)''1т- 
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Такъ каЕъ величины (6) исжду собою линейно-везависины, 
то новое звачеше ц кохетъ оказаться равшшъ прежнеку зна- 
чение ^ только при выполнеши условШ: 

«1 «1 ^-^,*,д-*-а>(«,.. —1)-*- . . . -|-а^а^^=0, , (10) 
Вс% коэффищенты 



а,, а„ о,,..., а^ 



(П) 



не могутъ быть нулями: иначе величина С была би нулемъ 
при всякомъ значеши <. Поэтому равенства (10) возможны 
только при условш- 



а. 






^3 ,1? • • • » *ти 



а, 5,. . ., а„|5 



*'|,»| 



*«,35 *3,3 '*•!••• I 



*т,» 



*|.т? 



*«,т> *э ,»?»•••» *т.т * 



=0. (12) 



Будемъ различать два случая: 

I. В(Л элементы опред&1Ителя (12) равны нулю. Иными 
словами, коэффищенты подстановки (8) удовлетаоряютъ уело- 
в1ямъ: 



^л.л^'Ь *=Ь 2, 3,..., т, ] 



(13) 
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и. Не вс^ элементы опред']^лителя (12) равны нулю. Иными 
словами, н^Еоторыя изъ условШ (13) не выполнены. 

Въ I случае равенства (10) удовлетворены при всякахъ зна- 
чешяхъ коэффищентовъ: 

а,, а,, а,,..., а^; (11) 

подстановка (8) есть тождествепная подстановка: 

''5|=^Чо "^^^'^19 '^з^^^'^з?- • •> '^т^^^'^^т' 

Посл'Ь обхода II вс% интегралы (6) и вообще всяк1й инте- 
гралъ уравнешя (4) возвращаются къ своимъ первоначальнымъ 
8начен1ямъ. 

Переходимъ къ случаю П. НЬкоторыя изъ равенствъ (10) 
могутъ оказа1ЪСя тождествами, друг1я могутъ оказаться сл-Ьд- 
ств1ями другъ друга. Но во всякомъ случа*]^ оди устанавлива- 
ютъ одно или болЪе независимыхъ другъ отъ друга линейныхъ 
соотношешй между коэффищентами (11). ВсЬ эти соотношешя 
такого вида: 

А^ а, '^А.а.-^Л.а,-^. . . -^А^а^^=0. (14) 

Они не могутъ быть удовлетворены всякой системой величинъ 

а,, а,, аз,..., а^. (11) 

Если величины (11) не удовлетворяютъ хотя бы одному изъ 
полученныхъ нами соотношешй вида (14). то услов1я (10) уже 
не будутъ выполнены, величина ^ не равна ^, обходъ 12 не 
приводить функщю I 1Л» первоначальному значешю. 

Выбрать величины (11) такъ, чтобы онв не удовлетворили 
хотя бы одному изъ соотношешй (10) всегда возможно и при- 
томъ безконечнымъ числомъ способовъ. Въ самомъ к^лЪ, бу- 
демъ разсматривать коэффищенты (11) какъ ве.1ичины однород- 
ныхъ координатъ точки въ пространств* т—1 изм-брешй*). • 

-^Возьмемъ любую точку этого пространства, не лежащую Шк 
плоскости: 



*) Сравн. главу I» § 4. 
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Л.х.ч^Л.х.'^А.х,-^. .-^Л^х,,-=^0. (15) 

Принявъ величины а^\ а,, а,,..., а,„ равными координа- 
тамъ этой точки, мы будемъ ув']&рены, что ташя величины ко- 
эффищентовъ (11) уравнешю (14) удовлетворить не могутъ. 

Это геометрическое истолковаше съ полною ясностью пока- 
зываетъ, что мы въ нрав']^ налагать на коэффищенты (И) 
сколько угодно услов1й такого отрицательнаю характера^ 
лишь бы число всЁхъ этихъ условШ было конечно. Удовлетво- 
рввъ вс']&мъ наложеннымъ услов1ямъ, мы все-таки сохранимъ 
безконечно широьШ произволъ въ выбор*! коэффищентовъ(11) 
и будемъ въ прав*, если это потребуется, накладывать на 
нихъ новыя услов1я того же отрицательнаго характера. 

Каждому обходу на плоскости перем-Ьинаго I соотв-Ьтствуетъ 
своя лпнейная однородная подстановка интеграловъ 

Эти подстановки мы обозначимъ символами: 

5„ 5., 5,,..., 5у^,. (16) 

Число ихъ Л"', необходимо, конечно. Подстановки (16) со- 
ставляютъ группу ву^ . Одна изъ подстановокъ (16) равна 
единиц-Ь, остальныя N' — 1 подстановокъ не суть тождествен- 
ныя. Для определенности разсуждешй положимъ, что 

Для каждой пзъ подстановокъ 

мы можемъ построить равенства, подобный равенствамъ (10). 
Шкоторыя изъ этихъ равенствъ окажутся тождественными или 
^следств^ями другъ друга. Но во всякомъ случае каждой изъ 
N' — 1 подстановокъ (17) будетъ соответствовать по крайней 
м^рЪ одно уравнеше вида: 

Л,а,-н^,а,-*-Л,аз-н. . .-*-^^а^=0. (14) 
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Мы наложимъ на коэффищенты 

а^^ а„ Оз,... а,^ (11) 

конечное чвсло И' — 1 усдовШ отрицательнаго характера: ив 

потребуемЪу чтобы эти коэффищенты не удовлетворяли хотя I 

бы одному И8Ъ уравненШ вида (14) дш каждой изъ подстано- 

вокъ (17). 

Эти усдов1я можно осуществить безконечнымъ числомъ спо- 
собовъ. 
Вовьмемъ какую-нибудь систему ведичинъ ' 

«о «п «з>---» «т» (11) 

удовлетворяющихъ всЬмъ сказаннымъ услов1Ямъ отрицательнаго 
характера. Внесемъ ихъ въ формулу: 

С=а,уЗ,-+-а,у;а-м1зЧз-^- • • -^(^пЛт (7) 

и посмотримъ, каковы будутъ свойства этой функцщ 2^. 
ВсякШ обходъ, изм^Ьняюпцй хотя бы одну изъ фунищй: 

непременно изменить функщю ^. 

Если послЪ какого-либо обхода функщя^ вернулась къ пер- 
воначальному значешю, то наверно каждая изъ функщй (6) 
вернется къ своему первоначальному значешю. 

Число вс']Ьхъ значешй, прюбрЪтаемыхъ . функщею ^ при все- 
возможныхъ обходахъ на плоскости 1, равно К^ — порядку 

группы &2^'. 

Функщя с есть корень неприводимаго алгебраическаго урав- 
нен1я степени N\ 

Число функщй, обладающихъ такими свойствами, безконечно 
велико. Изъ числа этихъ функщй мы можемъ выбрать сколько 
угодно такихъ, который удовлетворяли бы еще новому — ^второму 
ряду услов1й отрицательнаго характера. 

Раздмотримъ снова обходъ И на плоскости перем!Ьннаго <• 

5 
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По прежнему положимъ, что ему соотв']Ьтствуетъ подста- 
новка (8) группы О^ /. Пусть эта подстановка не тоакдествен- 
пая. Она наверно изменить функщю С* Посл^ обхода 11 функ- 
щя ^ сделается равною С н будетъ выражаться формулою (9). 
Посмотрикь, при какихъ услов1яхъ новое значеше X, будетъ 
разниться отъ прежняго С только постояннымъ мноавителемъ. 
Иными словами, когда равенство (9) принимаетъ видь: 



С^К, 



(18) 



гд% У есть постоянное число. 

Ясно, что 8Т0 возможно только тогда, когда шАютъ мФсто 
равенства: 

а,а,,,-ьа,а,,з-+-аз(аз 3— У)-*-. . --^«^««1.3=0, ^ (1.9) 



Относительно равенсгвъ (19) можно сказать почти дословно 
все то, что было сказано выше оравенствахъ (10), Равенства 
(19) возможны только при условш: 



«1.1— Л 



"гл^ 



*зи?- • •> *т,1 



^|,«> *«.« ^У *з,1>-**> *т.2 



^ч.г^ 



*«,!? *з.» ,7?« • •? «т.з 



(20) 



Будемъ различать два случая: 
I. Им^ютъ мЪсто равенства: 



• » ^т,т—0 
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Чл=^» А=1» 2, 3,..., т, I 

' (21) 

*л,*=0, А,Ь=1, 2, 3,. . ., т; Л ^ Л. I 

П. Предшествуюпця услов1я не юАють ]гЬста. 
Въ случае I подстановка (8) принииаегь видь: 

Вс^ интегралы дифференщальной револьвенты, а въ тонъ 
числ^ разсматриваемнй интегралъ ^ прюбрЬтаютъ посл% обхо« 
да 12 одинъ и тотъ же постоянный мноаштель ^. 

Въ случае П не вс^ равенства (19) суть тождества. 
Бъ числЪ нихъ есть непременно одно или несколько урав- 
нешй вида: 

Л,а,-ч-Ла«-ьЛ,(1з-ь-. . .А^а^=0, (14) 

гдЬ коэффищенты 

не равны нулю одновременно. 
Мы налоашмъ на коэффищенты 

«о «п «з»--> «т (11) 

услов1е, чтобы они не удовлеаворяли хотя бы одному изъ этихъ 
.уравнешй. 

Подобное же услов1е мы наложимъ на коэффищенты (11) 
для каждой изъ подстановокъ 

за исключен1емъ тЪхъ изъ нихъ, который выражаются форму- 
лами вида: 

Черезъ это мы введемъ конечное число {N^ — 1 или меньше) 

новыхъ услов1й отрицательнаго характера. 

б* 
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Если мы эти услов1я присоединимъ къ услов1ямъ уже надо- 
Феннымъ раньше, то получится все - таки конечное число 
{2К' — 2 или меньше) условШ отрнцательнаго харавтера. 

Существуетъ безконечное множество интеграловъ дифферен- 
щальной резольвенты, удовлетворяющихъвс^мъ этимъ условшмъ. 

Между ними мы выберемъ любую систему т линейно-неза- 
вйсимыхъ величинъ: 

^1> ^8> ^з>* • •? ^т* (22) 

Относительно этихъ интеграловъ можно сказать следующее: 

1) Если посл-б какого либо обхода 12 одна ивъ величинъ (22) 
возвращается къ первоначальному значенш, то и вс% осталь- 
ныя возвращаются къ первоначальнымъ значешямъ. 

2) Если послЪ какого либо обхода и одна изъ величинъ (22) 
пр10бр1таетъ н'&который постоянный множитель ^, то и всЬ 
остальныя величины (22) умножаются на тотъ же постоянный 
множитель ^. 

3) Каждая изъ величинъ (22) есть алгебраическая функщя, 
прюбр'Ьтающая при всевозможныхъ обходахъ на плоскости пе- 
рем^ннаго I всего N' различныхъ значешй. 

Изъ перечисленныхъ свойствъ между прочимъ слФдуетъ, что 
каждая изъ величинъ (22) можетъ быть представлена, какъ 
ращональная функщя любой изъ остальныхъ и перем'1ннаго (^ 
напр: 

!:.=^Да*, О, ^=^г,(Сп <),. . ., ^^=^г^Г„ о, 123). 
2г,(г„о, Д(Г.,о,..., -в^г^о 

суть ращональныя функщи перем'Ьнныхъ С| и и 

Систему интеграловъ, подобную (22), назовемъ нормальною 

системою интегралов. 
Для изб'бжашя излшпнихъ обозначешй мы можемъ допустить, 

что первоначально выбранная нами система 

Чи Ч2> Ч5?''М '^т (в) 

была взята нормальною. 
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Посмотримъ, каковы будутъ въ такомъ случяЛ свойства функцШ: 



'^1 *1« Ча 

«.= г^, «.= .7", «.= 7-'- 

Чт чт Чт 



, ««.-.= ^. (5) 



чт чт чт чт 

При всевозможныхъ обходахъ на плоскости перен^вваго I эти 
величины, ^какъ мы сказали выше, испытываютъ линейныа не- 
однородныя подстановки: 

$,, 5,, в^,..., в2у^^_1^ (3) 

составляюпця группу ^^л^, порядка N^ . 

Пусть, по прежнему, обходу И соотв-Ьтствуеть линейная одно- 
родная подстановка величинъ (6): 

'^1=*М Ч|-*-*|.« ^«-♦-^й.з '^|-»--- •-*-*1,т '^1т^ 

Чэ=«з.1 ^|-»-аз.« ^/«-»-«з.з ^/з-^-----»-«з.т >1т^ } (8) 



^т=*т.1 '1|-*-*т.« '1«-^«т.5 ^^з' 



' "*"*»*,»» Чт • / 



Бе будетъ соотв'1тствовать такая неоднородная подстановка 
группы д^^: 






-«I.» «>-»-«..» ^з-^-^-^-Д^кт-! Цщ^^ 



-^«. 



|,т 



*ти^1^V^^*"*"^т,я^^"*■•••"*■*|п.т-^^т-^^-*"«т.т ' 



-^ ^«.1 Ц|-»-^.,«Ц^-^^«.п Ч.-^--^Д^».т-« Ч 



т— « 



-+-«. 



>»т 



Я1,1 * 111,4 * т,з'^^ т,т — 1 т — * ш^ш 



й — *»^ ц.-*-«».^ ц.-^«»^ ц.- 



».«»— <^«»— «"*"*» .т 



«т.1«1-»-«п...«.-*-«1п.з«- 



1 и 



-на 



111|Ш 



«, 



'»|— « • 



..-... «■ -^ ^т-..»Ц«-^«т-1.Л-«-...+«,-..„-.Ця.-.-'-' 



'т— 1|т 



««.1 «.-^»«.. «."^«-.. »3-^--^«т.«-. ««-.+«».» • 



(24) 
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Поснотрнмъ, можеть лш одна изъ вешинъ (5) посА обхо- 
да И вернуться въ первоначальному значенш, и когда это 
будетъ. 

Дш опред]^енности разсуждешй полояшхъ, что посл% об- 
хода О прюбрЬтаетъ свое первоначальное значеше фушлця и^. 

Въ такомъ случае им-Ьеть вгЬсто равенство: 

(25) 

Это равенство должно и1гЬть ]г6сто при всякомъ значешя не- 
рем^ннаго I. 

Будекъ различать два случая: 

I. Равенство (25) есть тождество. Въ такокъ случае ео- 
эффищенты подстановки (8) удовлетворяютъ услов]Я11ъ: 

гдб ^ величина постоянная, конечная и отличная отъ нуля. 

II. Равенство (25) есть уравненге. Въ такомъ случа*! оно 
должно принадлежать къ числу уравненхй 2-го класса основ- 
ной систеиы уравнен1й: 

^^л(Ч, «*п «..-.•, ««т-|)=0, Л=1, 2, 3,..., т^2. (2) 

Разсмотримъ сначала случай I. 

Первая и последняя строки въ групп^^ равенствъ (8) при- 
нимаютъ видь: 

^^=^>5^. -^т^^и^ (27) 

Согласно нашему услов1Ю величины 
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составляютъ нормальную систему интеграловъ. Если послб 
обхода 11 функц1Я т]^ получила постоянный множитель з, то и 
вс^ т величинъ (6) посл% обхода 12 получать множителемъ 
ту же величину з. Подстановка (8) принимаетъ видь: 

Подстановка (24) оказывается тождественною подстановкою: 

й,=и,, щ=и,у й,=щ,. . .. й^^,=и,^^,. 

Переходимъ къ случаю П. 

Изъ сказаннаго выше сл^дуетъ, что этотъ случай возмо- 
женъ только при выполненш двухъ сл^дующихъ услов1й: 

1) Въ чисА уравненШ 2-го класса основной системы есть 
квадратный уравнешя. 

2) Одно изъ этихъ квадратныхъ уравнешй им-Ьеть видь (25), 
и коэффищенты его выражаются черезъ коэффищенты линей- 
ной подстановки (У) такъ, какъ цоказываегь уравнеше (25). 

Отсюда видно, что разсматриваемый случай П довольно 
исключительнаго характера* Кром*]^ того, въ нашихъ изслбдо- 
вашяхъ мы нигд^, за исключешемъ последней главы, не встр*]^- 
тимъ квадратнаго- уравнен1я въ основной систем*!. Случай II 
въ настоящей работе нигд! не встретится. 

Итакъ мы.приходимъ къ заключешю, что функцш 

«I,, щ, и,,..., и^^, (5') 

обладаютъ сл^дующимъ свойствомъ.* 

Бели после какого либо обхода на плоскости переменнаго Ь 
одна изъ нихъ пришла къ первоначальному значешю, то и всё 
остальныя получать первоначальныя значешя. 

Это свойство не будетъ существовать въ очень исключи- 
тельныхъ случаяхъ, могущихъ встрЬтиться только тогда, когда 
въ основной системе есть квадратный уравнен1Я. 

Изъ приведеннаго выше свойства функщй (5') вытекаютъ 
какъ следств1е еще новыя свойства. 
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1) Число ыАть звачешй, пр1обр'1таемыхъ каждою изъ функ- 
цШ (5) при обходахъ на плоскости перелгЬннаго <, равно по* 
рядку N. группы д^. 

2) Еаждая изъ функщй (5') есть корень неприводимаго алге- 
браическаго уравнешя степени N^. 

3) Каждая изъ велитанъ (5') можетъ бы4ъ представлена въ 
видЬ ращональной функщй любой изъ остальннхъ и перемен- 
наго 1^ напр.: 

щ=Е,(и,,1), и=Е,{щ,(),. . ., и^^,=Е^^{щ, О, (28) 
гдЬ 

суть символы н^которыхъ ращональныхъ функщй аргунен- 
товъ щ и {. 

§ 10. Рннановы црверхюсп, еоотв'Ьт€твующ1я коржянъ урав- 
вежИ оеиовиоП сметены. 

Пусть 

есть нормальная система интеграловъ. Каждый изъ нихъ есть 
И' — значная алгебраическая функхця перемЪннаго I. 

Построимъ Риманову N' — листую поверхность, соответ- 
ствующую одной изъ функщй (6), напр. функщй ^^. Эту по- 
верхность мы обозначимъ символомъ: 

Изъ сказаннаго в'ь прошломъ параграфе /У1']Ьдуетъ, что каждая 
изъ величинъ (6) можетъ быть представлена какъ ращональная 
функц1я *) аргументовъ ^^ т I: 

У1.=В,(>), , I), 7,,=В,(у), ,«),..., >!^=В^(>). , <). (29) 

Отсюда сл-Ьдуетъ: 



*) Сравн. формулы (23) прошлаго параграфа. 
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Теорема 1. Веб ш фуншцй (6), составляющихъ рормаль- 
ную систему интеградовъ, распространены однозначно на одной 
и той же Римановой ^^/^' — листой поверхности ?И^'. 

Мы сказали, что >), есть N' — значная алгебраическая функ- 
Ц1Я перемЬннаго I. Чтобы найти вс^ ея N' значенШ, мы 
должны поочередно совершить надъ т]^ каждую изъ подстано- 

ВОЕЪ группы 

Обозначимъ полученный такимъ образомъ выражен1я буквами: 

^^п■^^Л <',..., ^^,^'''-'\ (ЗО) 

Еаждая изъ этихъ величинъ есть линейная однородная функ- 
Ц1Я интеграловъ 

Если посл-^Ь какого либо обхода функщя ^^^ вернулась къ 
первоначальному значен1ю, то и каждая изъ остальныхъ вели- 
чинъ (30) получить первоначальное значеше, такъ какъ вс% 
т интеграловъ (6) должны вернуться къ первоначальнымъ зна- 
чешямъ. Но мы не знаемъ, справедливо ли обратное предло- 
жеше. Не можетъ ли случиться такъ, что посл^ н'&котораго 
обхода одна изъ величинъ (30), напр. /)/, вернулась къ перво- 
начальному значешю, л ^^^ получила новое зпачеше? Докажемъ, 
что такого обхода существовать не можетъ. 

Цусть подстановка, преобразующая '^^^ въ т]/ есть ^8', и ей 
соотв'Ьтствуетъ обходъ ^^^ на плоскости перем']Ьннаго (. Дал'1е, 
пусть некоторый обходъ О,, соотв'1тствующ1й подстановке 6^2, 
возвращаетъ функщю // къ первоначальному значенш, а 
функцш Гц преобразуетъ въ ^^^'\ Въ такомъ случа-Ь мы со- 
вершимъ сложный обходъ, состоящ1й 1) изъ обхода Ц, 2) изъ 
обхода Ц, 3) изъ обхода Ц въ обратномъ направлеши. Та- 
кому сложному обходу соотв']&тствуетъ подстановка: 
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й^. 5, 5,-*). (31) 

Изъ допущенныхъ нами свойствъ функщй Г1^ иг]/ сл^дуетъ, 
что подстановка (31) функщю т]^ не н^няетъ. Но въ такомъ 
сдучаЬ она не можетъ изм-Ьнить ни одной изъ т величинъ (30). 
Она должна быть тождественною подстановкою: 

5, й^, 5,-'=1. (32) 

Изъ символическаго равенства (32) сл4дуетъ, что 

Это заключеше противоречить сделанному условш: подста- 
новка 5, преобразуетъ 7]| въ у]/' и тождественною быть не 
можетъ. Желаемое доказано. 

Итакъ каждая изъ ^' величинъ (30) обле^аетъ оН^мъ же 
свойствомъ, какъ и величины (6): если какой-либо обходъ при- 
водить одну изъ К^ функщй (30) къ первоначальному значе- 
шю, то все остальныя изъ нихъ, а также все т интеграловъ (6) 
возвращаются къ первоначальнымъ значен1ямъ **). 

Изъ этого свойства вытекаетъ следствхе весьма для насъ 
важное. 

Пусть <=а есть критическая точка для одной изъ величинъ(ЗО), 
и пусть эта величина возвращается къ своему первоначальному 
значенш впервые только после X обходовъ около точки а. 

Только что обнаруженное свойство величинъ (30) показы- 
ваетъ, что точка а будетъ критическою для каждой изъ нихъ, 
и каждая изъ величинъ (30) возвратится къ первоначальному 
значенш впервые только после X обходовъ около точки а. 

Посмотримъ, какъ въ области точки 1=л расположатся листы 
Римановой поверхности З^^у^/. Ясно, что точка 1=^ для ка&- 



*) Синволоиъ /5^|~'мы обозначаеиъ подстановку, обратную подстановке^ <^^. 
Такииъ обозвачешемъ мы будемъ постоянно пользоваться. 

**) Отсюда между прочнмъ сл'Ьдуеть, что если въ числ^^ К^ фувкцШ (30) 
есть т лине&но*независимнхъ, то ихъ можно принять за нормальную си- 
стему интеграловъ. Величонн (6) будутъ въ такомъ случа'Ь значен1я одной 
н той же функщн г^^. 
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даго листа есть винтовая точка. Каждый листъ въ разсматря 
ваемомъ иЬстЬ связанъ съ X — 1 другими диетами поверхно- 
сти 9^2^/ винтовою л— кратною точкою. Вс^ N^ листовъ по- 

верхности 9г^/ распадутся на у- пачекъ по л листовъ въ 

пачк^; и эти X листовъ одной и той же пачки связаны между 
собою винтовой > — кратной точкой, лежащей при ^=^о^. При 
этомъ, понятно, число X должно быть дЪлителемъ числа К\ 

Для большей ясности составимъ чертежъ, представляюпцй 
сбчеше поверхности Э^^/' плоскостью проходящею вблизи точки 
1=:% перпендикулярно къ листамъ поверхности Э^^^. 

На черт. 1 число N' положено равнымъ 9, а X — ^равнымъ 3. 

Подобное же распредФлеше ли- л=^1 

стовъ Римановой поверхности бу- ^у- 

деть имЪть м^сто и во всЬхъ ""^С ^ 

остальныхъ м^^стахъ^гдЬ она им'&етъ .^^^ 

винтовыя точки. ) < ; 

Риманова поверхность, обладаю- 

щая сказанными свойствами на- у ->^ 



зывается правильною Римановою ^^ ^ 

поверхностью. 

Следовательно, поверхность Э^^^/-^ правильная. 

Выше мы вид^1ли, что всЬ т функцШ 

распространены однозначно на одной и той же Римановой по- 
верхности 9^2^/. Сл'Ьдовательно им-Ьеть м'Ьсто 

Теорема 2. ВсЬ т функщй (6), составляющихъ нормаль- 
ную систему интеграловъ дифференщальной резольвенты, рас- 
пространены однозначно на одной п той же правильной Ри- 
мановой поверхности 9{^/. 

Величины (30) суть корни одного и того же алгебраиче-^ 
скаго неприводимаго уравнен1Я степени N'1 

ф(у),0 = 0. • (33) 
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Каждая изъ величинъ (30) можетъ быть представлена въ 
ьшхк ращональной функщп любой изъ нихъ и перемЪннаго^. 
Следовательно уравнеше (33) есть резрльвента Галуа для са- 
мого себя *). 

Переходимъ къ функщямъ: 

и, = }. , «,= '^ , «..= 5!-,. . . , 1*^_.="'^. (5) 

Чт Чт 'Зт Чт 

Если не им^етъ м'Ьста тотъ исключительный случай, о ко- 
тороыъ мы говорили въ конц'Ь прошлаго параграфа, то функ- 
щямъ (5) принадлежать совершенно ташя^ же свойства, ках1я 
мы обнаружили для функщй (6). Ра8лич1е только въ томъ, что 
при обходахъ на плоскости перем^ннаго ^ величины (5) испы- 
тываютъ линейный неоднородныя подстановки группы д^^^ по- 
рядка У'^ **). Поэтому он* будутъ распространены однозначно 
на Римановой N^ — ^листой поверхности Э^^у^. Итакъ мы мо- 
жемъ сказать, что за псключешемъ особаго указаннаго выше 
случая им^етъ м-Ьсто 

Теорема 3. ВсЬ т — 1 функщй 

^т ^т Пт Чт 

распространены однозначно на одной и той же правгмьтй 
Римановой поверхности Э^^^ . 

§ 11. Харлктервстнческ1|| числа для правильно! Рннаюво! 
ловержнестл. 

Будемъ говорить о правильной Римановой поверхности Э!^^^ . 
Ея родъ ***) обозначимъ буквою р. Число листовъ по преж- 



*) Это свойство п1гЬегь всякое уравненхе, которому соотв'Ьтствуетъ пра- 
вильная Ряианова поверхность. 

**) Чис10 N,^N*. 

***) На замкнутой, Римановой ивогосвязной поверхнрстп можно провести 
четное чисю с^чен1й такъ, чтобы она превратилась въ сплошную разом- 
кнутую односвязную поверхность. Если обозначить это число с^чешй че- 
резъ 2р, то пЬлое число р назовется родомъ данной поверхности. 
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неуу обо8начимъ буквою N^ . Значения перем^ннаго I, со- 
отв'Ётствуюпоя винтовымъ точкамъ поверхности Э^^у- мы обо- 
вначимъ буквами: 

Число р показываетъ, сколько критическихъ точекъ им^Ьетъ 
каждая изъ функцШ (5) на всей плоскости перем-Ьинаго I 
(включая и безконечно удаленную точку, если она критическая). 

Пусть 

^вв> \> ^1> \?'-'> ^р—» *) ('^5) 

суть числа, покадывающ1Я по скольку листовъ поверхности Э^^^ 
связано между собою въ винтовыхъ точкахъ, соотв^тствующихъ 
ведичинамъ (34) дерем^ннаго I. 

Эти числа суть, необходимо, дЬлители числа ^^ . 

N 
При<=а^ поверхность Э12^гим4етъ^-^ винтовыхъ Х^ — крат- 

ныхъ точекъ, лежащихъ другъ надъ другомъ. 

N 
При (=«0 она им^етъ ^ винтовыхъ Х^^ — кратныхъ точекъ, 

дежащихъ другъ надъ другомъ, и т. д. 

Въ теорш функщй принято всякую л — кратную винтовую 
точку Римановой поверхности разсматривать, какъ совпадете 
> — 1 простыхъ (т. е. двукратныхъ) винтовыхъ точекъ. Поэтому 
число вс^хъ такихъ простыхъ винтовыхъ точекъ поверхно- 
сти 91^ выразится <]^ормулою: 

« Е1^ (*.-». 

ияи 



^л;?-д (^*»-^>-нк»-^...^^). 



(36) 



^) Ниже 1Ш увидшъ, что Х^ н Х^ суть т^ чяс1а, которвя служать по- 
жазателяии въ уравнеши (1). 
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Изъ теорхЕ фунЕЩй известно *), что неяду велвчинанв N^,р^8 
существуешь еоотношеше: 

2р=8— 2Л;-1-2. (37) 

Вставивъ сюда вместо в выражете (36), находямъ: 

2р-2 1111 1 _ ,„0. 

Числа: 

мы назовемъ характеристическими числами правильной Ри- 
мановой поверхности Э^^^ . ВсЬ эти числа должны быть цЪ- 
лыми положительными, а числа 

должны быть, сверхъ того, делителями числа N^. Числа {39) 
связаны между собою неопред^деннымъ уравнешемъ (38). Найдя 
в(Л системы р^шешй уравнешя (38), мы будемъ знать есть 
системы чиселъ которыя могутъ служить характеристическими 
числами правильной Римановой поверхности. Но ре всЬ эти 
системы чиселъ въ действительности будутъ характеризовать 
собою некоторую правильную Риманову поверхность. Найдя 
все системы р^шетй уравнен1я (39), придется каждую изъ 
нихъ изследовать отдельно. При этомъ мнопя изъ системъ ре- 
шети уравнешя (39) окажутся не соответствующими никакой 
правильной Римановой поверхности, и должны быть отброшены. 

Такой способъ построешя правильныхъ Римановыхъ поверх- 
ностей быль указанъ Дикомъ **). 

§ 12. Геометрически смыелъ основной системы уравиеиИ. 

Будемъ разсматривать въ основной системе уравнешй от- 
дельно 



♦) Си. 1{еи1папп. Уог1е8ипдеп йЬег Шетагш'а ТЬеопе йег АЬе15сЬе11 1п- 
(е^е. 3-1е АаЯа^е. Стр. 171. 
**) Луск. ПеЬег гевиШг \ет2У9е1^1е Шетапп'бсЬе ПйсЬеп. МйпсЬеп.1879. 
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1) уравнеше 1-го класса 

2) сист€!му т — 2 уравненШ 2-го класса: 

^а(«*1, <*«, «.V . ., ^т-|)=0. А=1> 2, 3,. . ., т~2. (2) 

Примемъ величины 

Щу Щ, Щ,..., и^^, (5') 

за неоднородныя координаты точки въ пространств'^ т — 1 
]181гЬрешй *)• 

Тогда уравнен1я (2) выравягБ собою некоторую постоянную 
и вполн* определенную 1фивую въ этолгь пространств-Ь. Ее 
ыы будемъ называть основною кривой. Уравнев1е (1) будетъ 
выражать собою некоторую поверхность съ перем'Ьннымъ па- 
раметромъ I. 

Каждому значешю параметра < соотв'Ьтствуетъ группа изъ 
Д точекъ пересбчешя кривой (2) съ поверхностью (1). Ко- 
ординаты и^^ и,, 1*зз"-5 ^т-1 КМЗДОЙ ИЗЪ N^ ТОЧСКЪ ЭТОЙ 

группы дадутъ намъ систему р1^шен1Й основной системы урав- 
нешй (1), (2). 

Пусть порядокъ поверхности (Л равенъV, порядокъ основ- 
ной кривой (2) равенъ г. Въ такомъ случа'6 будетъ им^ть 
м^сто равенство 

Д=уг. (40) 

Поверхность (1) мы будеыъ сокращенно обозначать симво- 
ломъ Ру^, 9> основную кривую (2)— символомъ С^. Группу Д 
точекъ ихъ пересЁчешн будемъ обозначать такъ Р^^^ ^ . 

Ясно, что точки этой группы перемещаются при измЁнеши I, 

При произвольномъ I между точками группы Р2{ ^ совпадешй 

н-Ьтъ. Н-Ькоторыи точки этой группы совпадутъ между собою 



*) Сравн. паву I, § 4. 
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только тогда, когда I приходить въ одну изъ винтовнхъ то- 
чекъ правильной Римановой поверхности Э^^^ . 

Пусть перем'бнное I получило значеше а, соответствующее 
X — кратной винтовой точгЛ поверхности Э1^ . Мы уже ви- 
дели въ параграфе 10, что въ такоиъ м^стЪ вс! листы по- 

N 
верхности 9^2^ распределятся въ -г-* пачекъ по X листовъ въ 

каждой, ваЬ листы одной и той же пачки будутъ между собою 
связаны X — кратною винтовою точкою. 

Въ прим-Ьнеши къ группе Р^^^^^этотъ результатъ выразится 
сл-Ьдующинъ образомъ. При I безконе^но близкомъ къ а точки 

группы Р2у^^ ^ распределятся въ -у- меньшихъ группъ по А то- 

чекъ въ каждой; X точекъ такой меньшей группы безконечно 
близки между собою и сливаются вм^стЬ, когда I делается 
равнымъ а. 

Такое распредЪленхе точекъ группы Р^у ^ при ( = п воз- 
можно въ трехъ случаяхъ: 

N 

1) если кривая С^ им'Ьетъ -у^ точекъ X — кратныхъ и по- 
верхность 2^у ^ при {=% черезъ нихъ проходить; 

2) если поверхность Р^^ при /=а черезъ каждую изъ сво- 
ихъ точекъ пересбчетя съ кривою С^ проходить X разь; 

3) если им^еть м^сто смешанный случай: кривая С^ им^еть 
кратный точки^ черезъ который поверхность 2^у ^ проходить по 
нескольку разь. 

Докажемъ, что кривая С^ кратныхъ точекъ им^ть не можеть. 

Допустимъ, что она им-Ьеть кратную точку, черезъ которую 
проходить поверхность Р^ ^ при <=а. Точка 1=л будетъ слу- 
жить критическою точкою какъ для функщй 

такъ и для интеграловь: 
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Лифференц1адьной резольвенты (4). 

Пусть корни Фуксова опред&1яющаго уравненш дифферент 
ц1альной резольвенты (4) для то^кй 1=% таковы: 

Это суть числа ращональння. Равныхъ между ними нЪтъ *) . 
Расположимъ ^ти числа въ такомъ порядке, чтобы им^ли 
мЪсто неравенства: 

г,>г,>г,>...>г,,. (42) 

Дифференщальпаи револьвента (4) вмЪетъ т лвнейно*нева- 
висимыхъ интеграловъ, разлагающихся въ области точки /ава 
въ ряды такого вида: 

(43) 
..., гЛ=«-а)^-Р^<-а), 
гд* 

РД<-а), РЛ<-0,..., Рт^^-^) 

суть функщи голоморфный въ области точки а и отличный 

ОТЪ нуля при /=:«• 

Введемъ обозначешя: 

-,' — А- п" 5— «А<"»— »)= 11 . /^44^ 

и и ^ 

ВсЪ интегралы 

могутъ быть представлены въ видб линейныхъ однородныхъ 
функщй величинъ (43); поэтому величины 

и,, и,, Щ....У и^,, (5') 



*) Иначе интегралы дифференщааьной резольвенты содерхаля бы въ 
своихъ выражешяхъ логарпемн. Они не были бы алгебраяческики функцшмя. 

6 
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представятся въ вящ^ неоднородныхъ линейныхъ функщй ве- 
личинъ (44). Точка а есть кричЕческая л — кратная точка для 
каждой изъ функщй (5'). Поэтому она будетъ критическою 
точкою по крайней м'Ьр'Ь для одной изъ функщй (44). Вся 
совокупность этихъ функц1й вернется къ своимъ первоначаль- 
нымъ значешямъ впервые только посл^^ л обходовъ около точки а. 

Вставивъ въ правыя части равенствъ (44) выраженк (43), 
находимъ: 

и'={1—ау-'"^ ^, (^— а), и^'={1—ф-''- в,(«-а), • • • 

(46) 
. . ., и<'~-'>=(^-а)'---1-'-~ д,,_Д<-«), 
гд* 

суть фуНКЦШ ГОЛОМОрфнЫЯ въ области точки а и 0Т1ИЧНЫЯ 

отъ нуля при <=а. 

Относительно показателей степени 

можемъ сказать сл-Ьдующее. 

Это суть числа положительный; нуля между ними нЬтъ; каж- 
дое последующее меньше предшествующаго; всЬ они ц^Ьлыми 
быть не могутъ *); если привести дроби къ общему наимень- 
шему знаменателю, то общимъ знаменателемъ будетъ число л**). 

Поэтому мы можемъ положить: 

^1 —Гт= ^1 г,—г,== г^, . . . , г^^, -г^= -^ , (47) 

гд* п,, г/.;^,..., п^^^ суть числа ц-Ьлыя. Они всЬ положитель- 
ны и удовлетворяютъ неравенствамъ: 



*) Иначе точка « не была бы критическою ни лдя одной изъ функщй (5' ). 

**) Это вытекаетъ изъ найденнаго выше свойства функщй (44); вся сово- 
купность функц1Й (44) возвращается къ первоначальвымъ значенхямъ впер* 
вые только посл'Ё X обходовъ около точки ог. 
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«*>»,> п,>...>п,„_,. 
'Выражения (45) орпнймаютъ видь: 



(48) 



и'^(Ь^2) ''^,{^-^), «"=(<-«)><?,(<-,),. 



(49> 



Л„.-, 



Выразцмъ величины 



Щу Щ, Щ,- 



'Ч Чг»-{ 



двъ вид'Ь линейнБГхъ неоднородныхъ функщй велЕчинъ 



и\ и", и'\..., и^^^^'^ 



(5') 



(44') 



я вставимъ полученныя выражешя въ л'бвыя части уравненШ 
«{1) и (2) основной системы. Эти уравнетя примутъ такой видь: 






(50) 



Ф,{и\ и", г^"',..., г^с^-О)^^ А=1, 2, 3,..., т— 2. (51) 

Сделанное нами преобразоваше есть только преобразоваше 
^соординатъ. Уравнеше (50) выражаетъ ту же поверхность Р^ ^ , 
ь. уравнен1я (51) —ту же кривую С^, Он-Ь отнесены только къ 
новой систем* осей координатъ. 

Велпчины (45) при 1=х обращаются въ нуль. Сйдовательно 
разсматрнваемая нами точка кривой С,,, 
соответствующая величин* перем^ннаго 
I = 7, лежитъ въ начал* новой системы ч \^^^ 
осей координатъ. Обозначимъ эту точку ><Г 

буквою (У. Согласно сделанному нами до- / "^^^ж 
пущешю точка О' есть кратная точка кри- ^ 
вой С^. Представимъ себ* схематически ^^ 

(черт. 2) ДВ* В*ТВП кривой С,., проходя- Че].т. 2. 

Щ1Я черезъ точку О' и отм*тимъ ихъ точки 
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тресЛчетя М я М' ел поверхностью Р^ ,,гкЬ I бевконечн» 
мио раввпся отъ а. Координаты точки М внриятеа такь: 

«'=«-«) ^ е. («-а), »"=(<-«)^д.(<-я),... 

(4»> 

^щ — I 

, Координатами тошш М' будутъ служить величины, нр1обр&-' 
таешзя тЪми же функщямипосл!^ одного или н^сколькихъ обхо* 
довъ около точки 9. Обовначивъ буквою ^ некоторый корень сте- 
пени л изъ 1, ин въ прав^^ сказать, что координаты точки ЛС'' 
выравитси такъ: 

я, «! 

(52> 

Изъ формулъ (49) и (52) вытекаетъ сл'Ьдующая зависимость- 
между координатами точекъ М и М': 

й'=^%', й"=;%^..., йс^-о^^**--^-»). (53> 
Вс1 ш— 1 величинъ 

; >^ V •> ^ (54) 

не могутъ равняться единиц'!: иначе величины (52) не разно- 
лись бы отъ величинъ (49); сделанный обходъ около точки а 
не м^нялъ бы фун1йцй (49); точка а не была бы критическою. 
Разсмотримъ прямолинейный треугольникъ М(УМ\ 
Проэкщи его сторонъ на систему прямыхъ лиши, пернен* 
двкулярныхъ къ плоскостямъ координатъ, выразятся сл^дуик 
щимъ образомъ. 
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Лроавщи стороны ОЖ' равны: 

«',«",...,«("•-•>. (49') 

Проэшця сторона. (УМ' равны: 

»'«/•«', «"— у%",..., «(—«)=> ""-'иС"-'). (53) 
Ороэкщв сторона ЖМ' равна: 

й'— «'=(У "'—1 ) «'» «"-«"—(; *^— 1) к" ... 



(56) 



««-I 



., й^'"-"— м<"— "—(^ "-'— 1) !»("-•) 



Отношешя ведичинъ(53) кь соотв^тствующижь велпинаш (49') 
-такова: 



3 \ Л,...^ ""'. (54) 

Эта числа всЬ конетав в отлнтаа отъ нуда. 

Отношешя велионъ (55) кь еоотв^тствующагь веачняаю 
<49') таковы: 

/•-1, >"•-!,... У""-'-1. (56) 

Эти «еда конечны. Нккоторнж между ними могутъ оказаться 
еулями, но въ числА нихъ некоторый непременно отъ нуш 
отдпны *)• 

Если такъ, то отношешя всЪхъ трехъ бевконечно-малыхъ 
сгоронъ треугояьника М(/М' жр^тъ къ другу конечны. 

Век угяы этого треугольника конечны. 

Направлеше прямой (УМ опред&ляется отношешями веди- 
яинъ (49) другъ кь другу: 



^ Иначе всЬ т— 1 вешчжнъ (54) равшшсь ба «данщк. А по и»» 
возможво, ваЕъ нн вщсЪжн внше. 
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*|~**|Ц— I 






(57> 



««^'"-^_,, ,ч-^"-"Т^^ (?.>»-..«-«) 

Пред-^лы этнхъ величинъ при <=а определять паправлен1е- 
касательной къ в'Ьтви (УМ кривой С^ въ точк* О'. 

Изъ неравенствъ (48) сл*дуегь, что пределы всЬхъ т — 2 
величинъ (57) равны нулю. 

Направлеше прямой О'М' определится отношев1ями вели- 
чинъ (5?) другъ къ другу. Изъ равенствъ (53) видно, что эти 
отношен1я выразятся такъ: 

(58У 

ПредЬлы эхихъ величинъ при <=а определять направлен1е- 
касательной къ в^тви О'М' кривой С^ въ точкЪ (У . 

Величины (58) разнятся отъ величинъ (57) только посто- 
2НН11МИ конечными множителями: 

Пределы величинъ ( 58) равны нулю такъ же, какъ п пре- 
делы величинъ (57). ^Бсли такъ^ то направлен1я касательны&ъ^ 
къ в^твямъ О'М и О'Ж' въ точке О' между собою совпа- 
даютъ 

Утолъ МО'М' безконечно малъ. 

Это противоречить сделанному выше заключееш: мы вид'ЬлИу 
что все углы треугольника М(УМ' конечны. 

Такое противореч1е указываетъ на неверность сделаннаго 
допущен1я. ■' 
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Еримя С^ краткыхъ точекъ имтыпь не можешь *). 

Итакъ, точки группы Р^^ ^ ыогутъ только въ томъ случа-Ь 
еовпадать между собою, когда поверхность Р^ ^ черезъ каждую 
свою точку пересЪчешя съ кривою СТ. проходить н'1сеолько 
разъ. 

Певерхность Р^ ^ при Ь=а черезъ каждую свою точку пере- 
с^чешя съ кривою С^ проходить X разъ. 

Это возможно только въ трехь случаахъ: 

I. если поверхность Р^, ^ при <=»а состоитъ изъ X отдЬль- 
ныхъ' совершенно одинаковыхь между собою и совпадающихъ 

поверхностей порядка - ; иными словами, если при 1=г урав- 

л 

неше (1) принимаеть видь: 

^^ {Щ, щ, и,,..., и^_,)=0; (59) 

II. если поверхность Р^ ^ при ^ = а им'Ьетъ л - кратный 
точки, и эти точки лежать на кривой С/, 

N 

III. если поверхность ^Р,. ^ при <=а въ -:-^ точкахъ им'Ьетъ 

съ кривой С^ соприкосновен1е / — 1-го порядка. 

Видь уравнешя (1) заставляетъ предполагать, что' нормаль- 
нымъ случаемь сл^дуеть признать 1-ый изъ трехь указанныхъ 
выше случаевъ. 

Подробное изсл'^^доваше этого случая . приводить къ резуль- 
татамь интереснымь и довольно простымь, какь будеть видно 
изъ дальн'^^йшаго. 

Попытки построить подобную же теор1Ю для двухь осталь- 
яыхь случаевъ, напротивь, показываютъ, что въ этихъ слу- 
чаяхъ мы пришли бы кь результатамь сложнымь и очень исклю- 
чительнаго характера. 



*) Приведенное выше доказательство теряетъ силу только въ томъ слу- 
чае, когда кривая С^ касается самой себя въточк'1^ (7, а поверхность Т^,^, , 
при ^=:л касается кривой С^ въ точк-Ь (/. Этотъ случай крайне псклю- 
иск.1Ючительнаго характера мы оставляв иъ безъ разсмотр^н1я по той же 
причине, кавъ и указанные ниже случаи II и III. 
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Поэтому мы ограничит настоящро работу изсдгЬдовашемъ 
только 1-го слуша: будемъ предаодагать, что поверхность Еу ^ 
ни при какиоеъ знатн%яа:ъ I не имлетг на кривой С^ ^д^ш* 
ныхъ тонекь и не касается кривой (7^. 

§ 13. Свойства урав1е|1я 1-го класса осщовно! снстмы. 

Удержквая иазваше, введенное въ параграф! 5 главы И, мы 
называемъ уравненхемъ 1-го класса основной системы — урав- 
веше (1). Представимъ его ьъ такомъ видЪ: 

сХ^Щ, и„ щ,. . ., и^.,)— ^«Чч, ««.. «*,>•• м «т-.)=0. (60) 

Степень этого уравнен1я равна V. Поверхность ^60) пере- 
сгькаетъ кривую С^ въ 

Л;вуг (40) 

точкахъ. Координаты каждой ивъ этихъ точекъ даютъ систему 
величибъ функщй: 

Функщй (5') при всевозможныхъ обходахъ на плоскости пе- 
ремЪннаго I прюбрЪтаютъ всего ^^ равличныхъ системъ зна- 
чеши. Между этими системами н'Ьгь величинъ постоанныхъ 
(т. е. величинъ не меняющихся при изм^^неши <). 
Отсюда слЪдуетъ, что поверхности 

и 

не могутъ пересбкаться на кривой С^. Иначе координаты 
такой точки пересЬчешя удовлетворяли бы уравненио (60). 
Это были бы постоянныя числа^, удовлетворяюпця основной си- 
стеме уравнен1й при всякомъ I. 

Пусть о^ есть критическая точка корней уравненШ основной 
системы. Пусть при <=вх поверхность 9^2^^ имЬетъ л — крат- 
ный винговыя точки. 

Вычтя а изъ об'Ьихъ частей уравнешя ( 1), им^емъ: 
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При <=х числитель лЪвой части ур&внешя ^63) долженъ 
обратитьсь въ нуль. Знаменатель будетъ отличенъ отъ нуля 
потоку, что иначе поверхности (61) и (62) пересеклись бы 
на кришЛ С^., а это, какъ мы вихЬли, невозможно. Если тавъ, 
то при и=% уравнеше поверхности Р^^^ принимаетъ вв[дъ: 

На основанш с1са»аннаго въ кояи^Ь прошлаго параграфа, 
уравнеше (64) будегь инАть вцгь (59). 
Отсюда равенство: 

(65) 

гхЬ с, н1|которое постоянное число. 
Уравнете (63) принимаетъ видь: 

/ее (**1 > ^* > ^» 7 • • м ^т-1 ) 



Изъ равенства (66) сл^дуетъ: 
Ввражбше 



(67) 



есть первичная форма. Она равна радикалу изъ ращональной 
функщи перем^ннаго /. Ес4» такъ, то изъ равенства (67 ) сл^Ь- 
дуетъ, что форма 

Д'"!!! *11> Ч|>-*'> >3т) (вв) 

тоже равна радицсалу изъ рацюнальной функщи перем^ннаго /. 
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На основаши теоремьг 2-ой параграфа Я форма (68) есть, 
или первичная форма или произвед9В1е пЬсколькихъ первич- 
ныхъ формъ. 

Докаакемъ, что она не можегь быть произведетемъ н'Ьсколь- 
кихъ первичныхъ формъ. 

Точки группа Р^ ^ при ^=а совпадаюгь по >V между собою. 

Число различныхъ точекъ этой группы равно —^ . Обозначнмъ 
9ТН точки буквами 

X 

•г 

Поверхность Р^ ^ при ^ = а перес^каеть кривую С,, только 
въ точкахъ (69) и черезъ каждую изъ нихъ проходить л разъ. 
При /=а уравнеше (66) принимаетъ ввдъ: 

/^{^п "2. ^з,.--1 «^,п-|)=0. (59) 

Следовательно поверхность 

пересбкаетъ кривую С^ только въ точкахъ (69) и проходить 
черезъ каждую изъ нихъ только однажды. 

Теперь допустимъ, что форма (68) есть произведете нЬ- 
сколькихъ первичныхъ формъ: 

(71) 

ГД* 

Г {^и, ^„ >;з»--м '^т) (72) 

есть первичная форма, а /"(>;,, /;,, /;з,..., >;„,) есть или тоже 
первичная форма или произведете н^сколькихъ первичныхъ 
формъ. 

Изъ равенства (71) слЬдуета, что поверхность. 
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Г к, и,, V,,..., и^..)=6 (73) 

можетъ пересечь кривую 0^ только^ ъъ такихъ точкахъ, черезъ 
Еоторыя проходить поверхность (70). Иными словами, поверх- 
ность (73) перес^1а1етъ кривую С^ только въ н'1которыхъ изь 
пела точекъ (69). 

Пусть она проходить черезь точку А^ , 

N 
Вс* -^ точекь (69) могуть быть получены путемъ пре- 

образовав]я координать точки А^ подстановками группы ^дг . 

Вс^ эти подстановки не м^шютъ, уравнешя (73), такь какъ 
форма (72) — первичная. 

Сл'1дователъно поверхность (73) проходить черезъ всЬ точки 
(69), и только однажды. 

Въ такомь случа*! поверхность 

кривую С^ не можетъ пересекать ни въ одной точкЬ, что не- 
лепо. 

Итакь форма (68) должна быть первичною. 

Полученный результатъ можно формулировать сл^дующимъ 
образомь. 

Если а есть критическая / — кратная точка корней урав- 
ненгй основной сисшгмы^ то уравненге {1) перваю класса п/м- 
водится къ виду: 

при чемъ форма 

/"(^п ''13» ^/зз-'М-'О» (68) 

соотвтьтствующаячислителю^есть первичная форма. 

• Изъ уравнешя (1) видно, что точка <=0 есть критическая 
точка, если \ це равно единиц*. 
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Сравнивая уравнеше (1) съ <66), мы зам^чаемъ, что она 
одинаковаго вида. 

Отсюда сд^дуетъ, что точка .^=0 есть ^^ — ^1ф&тнаа крвти- 
ческая точка* 

Подобннмъ же образомъ находимъ, что точка ^ = со есть 
Х^ — кратная критическая точка. 

Если бы Х„ иди Х^ оказалось равншгь единице, то мы 
могли бы преобразовать въ уравнеши (1) независимое пере- 
м^Ьнное линейною подстановкою вида: 

гдЬ а, 6, Су д суть каия угодно числа, выбранный такъ, чтобы 
точки: 

<= — * и«=-- 
а с 

были критическими и чтобы определитель 

ад — Ъс 

быль отличенъ отъ нудя. 

Посл'Ь преобразован1я (74) вн^Ьшшй видь уравнешя (1) со- 
хранится, а точки 

/'= О и Г=оо 

сдЬлаютсу кришческими. 

Для избФжашя вздишнихъ обозначен1й можемъ допустить, 
что съ самаго начала переменное I было выбрано надлежащимъ 
образомъ. Одна критическая точка оказалась лежащею при ^^вО, 
а другая — при <=ео. 

^ Вводя вместо X новое переменное 1^ въ главе П мы поло- 



с.Е{х)=(, (75) 

при чемъ Сц осталось произвольнымъ. 
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Этишгь произволомъ можно воспользоваться съ т^мъ, чтобы 
одва И8Ъ крвтичесь^хъ точекъ корней уравненШ основной си-- 
стемн првпма въ точку 1:=1. Въ самомъ ж^л%^ найдемъ на 
плоскости пере]гЬннаго х всЪ критичесюя точки функцШ: 

Внберемъ изъ числа этихъ точекъ какую-нибудь точку о?,, 
въ которой функщя В{х) не обращается ни въ нуль, ни въ 
безконечность. 

Выбравъ величину х^^ыи положимъ: 

При такомъ внборЬ величины с^ ц'Ьль будетъ достигнута: 
точка ^=1 будетъ критическою. 

Обозначинъ число всЪхъ критическихъ точекъ на плоскости 
переи^ннаго I буквою .. Эти точки мы обозначимъ такъ: 

«ев=~| «0 = 0, «1=1, «„ «з>--м ^р-2.*) (77) 

Каждой иаъ этихъ критическихъ точекъ соотв'Ьтствуетъ группа 
непосредственно другъ надъ другомъ расположенныхъ винтовыхъ 
точекъ поверхности 91^^ . 

Пользуясь обозначен1ями, уже введенными выше, мц скажемъ, 
что числа листовъ, связанныхъ между собою въ этихъ винто- 
выхъ точкахъ (77) таковы: 

.^вв? ^(г> \» ^«> ^8>*-ч ^р-2. (78) 

Относительно каждой изъ критическихъ точекъ (77) можно ска* 
зать все то, что мы говорили выше о точкЪ а: каявдой изъ 
критическихъ точекъ (77) соотв-Ьтствуеть свое преобразоваше 
уравеен1Я (1) къ виду, подобному (66). 

Соединяя всЬ эти виды уравнен1я (1) ьжЪсгЬ, мы можемъ 
его представить въ такой форм'Ь: 



*) Сравн. гл. 111, § 11 формулы (34). 
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•••: бр_, /"р-ТЧ»,, и., .., «т-1)/~ ~(«с, «,,.-. «т-|) 

= ^ : а—\) : (^_а,) : (/—о,) : . . . : (/~«р_,) : 1. 



(79)*) 



Отсюда находннъ ц'Ьдый радъ соотв6шен1й между первич- 
яымн формами: 

с//'<г*„ «„..., «,„-.)= , 

=с, /:'' (», , «^, . . . , «*,„_, ) -ь а, /,^^~(«, , «„..., «„,_, )^ 

=С., С'{и„ Щ,..., и„,_^)'^ 'Х^ /еоИ«,, <*„•••, «,„_,)= ) 



=^Ср_,/'р!7'(«М».Г.-,«,„-,)-*-«Р_5С ~(<*,, «„.••, «,„-,)• 



(80) 



**1 



Замучан! е. Мы нашли вн'1шшй видъ (79) уравчешя 
первахо класса основной системы и ц'Ьлый рядъ соотношев1й 
(80) между первичными формами въ томъ предположеши, что 



'л • '"(2 5 ^/3 



(6) 



составляютъ нормальную систему интеграловъ дифференщаль- 
ной резольвенты (4). 

Величины (6) выражаются линейно черезъ всякую систему 
линейно-независимыхъ интеграловъ уравнен1я (4), хотя бы эта 
система и не была нормальною. 



*) Такан форма 11редставден1я одного и того же уравнен1я въ разднч- 
ннхъ видахъ очень употребптельна въ немецкой литературе. 

**) Эти равенства могутъ быть тождествами. Но вообще они им^ютъ 
жЬсго только при такихъ значен1яхъ переи'Ьнныхъ, которня удовлетворяв 
ютъ уравнен1яиъ 2-го класса основной системы: 



1"^ (и^, щ, «3,..., «*,„-,)=0, Л=1, 2, 3,..., Ст— 2). 



(2) 
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Обозначивъ отношен1я интеграловъ этой новой системы 
буквами: 

V^, V,, V,,,.., «;„,_,, . (81) 

мы найдемъ, что величины: 

щ, щ, и,..., и,„^, (5') 

ерь линейныя неоднородиыя фунБЦ1и величинъ (81). 

Внеся выражешя этихъ функщй въ равенства (79) и (80), 
мы найдемъ, что вн'Ьшн1й видъ равенствъ (79) и (80) отъ та- 
кой подстановки не ъЛвяется, хотя коэффицтёнты пр1обр']&та- 
ютъ новыя числовыя значешя. 

Отсюда сл^дуетъ, что функщй (81) удовлетворяютъ уравне- 
01ямъ такого асе вида какъ (79) и (80). 

Поэтому въ дальн']&йшихъ нзсл^^дованзяхъ мы можемъ поль- 
зоваться какими угодно системами линейно-независимыхъ инте- 
граловъ, не требуя, чтобы эти системы были нормальными. 

Такое обобщеше значительно упрощаетъ д^ло: пользуясь 
произвол омъ въ выбор'6 интеграловъ 6), мы достигаемъ воз- 
можной простоты и симметрш форму лъ. 



Сказанное въ настоящемъ параграф'^ даетъ намъ^ возмож- 
ность доказать одну теорему о корняхъ Фуксова уравнетя 
дифференщальной резольвенты. 

Иредставимъ уравнен1е '(1) въ форм*: 



угтг — :: — — ;=«—«. (66) 



Согласно сказанному выше, мы можемъ представить вели- 
чины 

въ вид* линейныхъ неоднородныхъ функщй величинъ 
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«', м", а'",..., и""-'), (49') 

^рв чемъ ве^шчвнн (49') въ области критвческой то1кя <=« 
выражаются форх7ла]ш ввда: 

я, 5, 

«'=(/-а)*^,(<-а), и"=(<-1) ^ <?,(<-»),. .. 

(49) 
ЗдЪсь внражешя 



обозначаютъ фушсщи голоморфныя въ области точки а и от- 
личныя отъ нуля при (=7. Показатели: 

суть разности корней Фуксова опредЬляющаго уравненш ди 
дифферешцальной резольвенты въ особой точкЬ ^=а. Еслк 
обозначимъ по прежнему корни Фуксова уравнети буквами: 

то мы можемъ написать: 

г _г — ^ г —г — ^ г г =!?2!^ Г47\ 

По преакнему будемъ полагать числа (41) расположеннымв 
такъ, что им1^ютъ м^сто неравенства: 

Г|>г,>г,>...>г^. (42) 

Въ такомъ случа^^ числа гг,, п,, п,,..., п,д_, будутъ ц-кши. 
положительныя и будутъ удовлетворять неравенствамъ: 

я, > п.> п,> . . . > п^^, . (48) 
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Выразивъ въ уравнеши (66) величины (5') ъъ ввд'6 линей- 
выхъ неоднородныхъ функщй величинъ (49'), прнведемъ это 
7раввен1е къ виду: 






(82) 



Если иы вставимъ въ л'Ьвую часть этого уравнешя вм'Ьсто 
и' у и" у и"%...у и^'""*^ выражешя (49), то должно получиться 
тождество. 

Знаменатель дроби въ л'бвой части равенства (82) конеченъ 
и отличенъ отъ нуля при /=а. На основаши неравенствъ (48) 
можемъ сказать, что въ раяложеши числителя по степенямъ 
I — а наинисшая степень равна: 

(<_а)'^-., (83) 

если только коэффшцентъ при этомъ член'Ь не окажется ну- 
леиъ. 

Единственная и въ то же время, конечно, наинисшая сте- 
пень выражешя < — х въ правой части равенства (82) есть 

г — а. 
Отсюда находимъ, что 

«„.-.= 1, (84) 

если коэффищенгь при член^ (83) не равенъ нулю. Если же 
этотъ коэффищенгь равенъ нулю, то 

Ясно, что посл']&днее неравенство невозможно: мы вид^^ли, 
что ВС* числа п,, п,, Пэ,..., п^_, ц-Ьлыя положительный и 
отличный отъ нуля. Итакъ мы можемъ сказать, что вм^етъ 
м-^Ьсто равенство (84) или, что то же: 

г^«,— г^=7. (85) 



*) иодобно тому Еавъ выше мы преобразовали уравнев1е (1) въ (50). 

7 
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Это1^ результатъ будетъ для насъ впослЪдствш весьма ва- 
ж(^нъ. Мы его фбрмулируемъ въ вид'Ь теоремы. 

Теорема. Если при ^ = а лежать винтовыя X — кратныя 
точки Римановой поверхности ^К^^, то разность между двумя 
наименьшими корнями Фуксова опредЬляющаго уравнешя для 

дифференщальной резольвентк (4) равна ^. 

А 

§ 14. Видъ первцчныхъ Формъ не раввыхъ вулю. 
Въ прошломъ параграфе мы обнаружили существоваше не 
равныхъ нулю первичныхъ формъ: 

(86) 
11Уи9 '^8> 1з1--м '^тп-'*} /Р-«10о ^иу 0з>'-«5 '^^т)^ 

Еаждой нзъ этихъ формъ соотв^тствуетъ уравнеше некоторой 
поверхности: 

(87) 

Первая изъ этихъ поверхностей своимъ перес^ченхемъ съ 
кривою Су. отм'Ьчаетъ на ней .— *- различныхъ точекъ группы 

ее 

Р^^^ СС5 вторая И8ъ поверхностей (87) отмЬчаетъ ^ раалич- 
ныхъ точекъ группы Р^^ д , и т. д. 

Вычтемъ изъ об^ихъ частей равенства (1) совершенно 
произвольное постоянное число — К, отличное отъ чиселъ 
со, О, 1, а^, «з?- • •? ^р-2- 

Находимъ: 



— I чш. чш. ч^ 

откуда 
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Такъ какъ знаменатель л4вой части равенства (88) равенъ 
радикалу изъ ращональной функц1и перем-Ьниаго ^, то и ди- 
<литель: 

■обладаетъ тЬмъ же свойствоз1ъ. 

Форма (89) есть или первичная или произведете первич- 
^ыхъ формъ. 

Докажемъ, что (89) не можетъ быть произведешемъ первич- 
еыхъ формъ. 
Поверхность: 

сХЧ^п Щу' м ^ш-*)'^^Г^'^(щ, и,,. . ., и^^,)=0 (90) 

Ч)тм4чаетъ своимъ нересЬчен^емъ съ криваю С^ точки группы 
7^2^ _^^ . Ихъ мы обоздачимъ буквами: 

«п «п <»з,-.., «2^,. (91) 

ВсЬ -Д^, точекъ (91) различны: точка (= — К ше критиче- 
ская. Координаты каждой изъ точекъ (91) получаются путемъ 
иреобразованхя коордпнатъ точки п^ подстановками группы б^у . 

Если такъ, то о форм-Ь (89; можно повторить все то, что 
^ло сказано въ прошломъ параграф* о форм* (68). 

Форма (89) первичная. 

Итакъ, кром4 ? первичныхъ формъ (86), мы обнаружили 
«уществоваше безконечнаго множества отличныхъ отъ нуля 
лервичныхъ формъ вида: 

о/о'^' С^о >!„. . ., ^,^^К/^-^{^^,, г,,,. . ., у^^, (89) 

сд* к какое угодно постоянное число, отличное отъ 



О, со, —1, —а,, — а^ 



'^9 *39 • • -Г ^Р~2 



О^п 



Докажемъ теперь следующую лемму. 
Лемма. Если дв* формы 

7* 
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равны радикаламъ изъ н^которыхъ ращональныхъ функщй пе- 
рем'1нваго I п если поверхности 

РЛ^п «*1|. • •, ^т-^)=0 И 1Г,{и,, и,,. . ., и^_,)=0 (93> 

отм'1чаютъ на кривой С^ одинаковыя между собою группы то- 
чекъ, то формы (92) разнятся другъ отъ друга только посто- 
яннымъ множителемъ. 

Степени уравнетй (93), а сд']&довательно и формъ (92), оди- 
наковы. Обовначимъ ихъ буквою (/. 

Поверхности (93) отм^тятъ на кривой С^ одну и ту-же 
группу изъ ^^ точекъ. Эти точки мы обозначимъ буквами: 

а,, а,, а,,..., а^^. (94) 

Отношеше формъ (92) равно радикалу изъ ращональной функ- 
цш перем'Ьннаго I. Обозначивъ эту ращональную функцш сим- 
воломъ В{1\ а степень радикала — буквою /, им^^емъ: 

Ш2-!т1^.^=:;/Щ. (95> 

Изъ равенства (95) сл^дуетъ: 

^.;(и.г.....,и,,,) ^эб> 

или, по освобождеши отъ знаменателя: 
РМу «*.,. . ., и^__,)—В{1)Р,\и,, и,,. . ., и^_,)=0. (97| 

Поверхность (97)— порядка ^^. Она проходить I разъ черезъ^ 
каждую изъ точекъ (94). Другихъ общихъ точекъ съ кривою С^ 
-она им^ть не можетъ. Следовательно вс! точки перес']^чен1И 
поверхности (97) съ кривою С^ постоянны. 

Между т^мъ уравнешю (97) должна удовлетворять система 
величинъ функщй 

Щу щ, II,,..., и^_,, (б> 

м'1няющихся при изм']^нен1и I. 
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Эта нелепость устраняется только въ томъ случа'Ь, когда 
равенство (97)— тождество; величина 11{1) есть некоторая по- 
стоянная. Бслп В{{) равна постоянной С, то изъ равенства (95) 
видно, что формы (92) разнятся другъ отъ друга постоянннмъ 

множителемъ у/ С. 

Лемма доказана. 

Теорема 1. Всякая отличная отъ нуля первичная форма 
лринадлежитъ къ числу формъ: 

(86) 

«ли ^ 

«./о^ (''и , -^^^ •"• . » •1т)-^-8:/'«,^(г,, , •/;„ . . . , т^^ *) . (89) 

Прежде всего обратимъ внимате на одно свойство поверх- 
яостей, соотв']&тствующихъ этимъ формамъ: 

(87) 
/;(и,, «„..., м^^,)=0,..., /р_,(ад,, II,,..., |1^_,)=0, 

Каждая изъ этихъ поверхностей отм'1чаетъ на кривой С^ кЬ- 
которую группу точекъ. Черезъ каяадую точку группы поверх- 
ность проходитъ только однажды. Вс! точки одной и той же 
группы различны и связаны между собою подстановками груп- 
пы д2^^. 

Каждой формЪ (86) или (89) соотв^^тствуетъ группа точекъ 
сказаннаго характера. 

Обратно, каждая точка кривой С^ принадлежитъ къ одной 
изъ сказанныхъ группъ. Въ самомъ д'Ьл'Ь, пусть дана точка^ 



*) Формы, разняпцяся другь отъ друга только постояннынъ нноаштеденъу 
лв не счнтаемъ различными. 
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на кривой С^. Вставляемъ ея координаты въ л^вую часть^ 
уравнен1я (1), находимъ соотв-^^тствующую величину а пере- 
м^ннаго I и представляемъ уравнеше (1) въ сл'Ьдующемъ вид&: 

Если а не есть критическая точка, ' то А^ принадлежитъ къ^ 
групп* Д различныхъ меаду собою точекъ, отаЛчаемыхъ на 
кривой С^ поверхностью: 

и^' (Щу «^,..м«*т-.)-«/'~Н«п «,,..-, 1*„,..|)=0. (99> 

Это -уравнеше вида (90). Величина К равна — а. 

Если а есть критическая л — кратная точка, то числитель- 
х^ъ(Л час^и уравнешя (98) приметь видь: 

N 
Точка А^ будетъ принадлежать ,къ групп* ^ различных-ь 

л 

между собою точекъ, отмЪчаемыхъ на кривой С^ поверхностью: 

/К, г^„..., ^,,_,)=0. (100> 

Это — одно изъ уравнешй (87). 

Пусть намъ удалось построить не равную нулю первичную- 
форму 

Отм-Ьтимь какую-нибудь точку пересЬчешя -4, поверхности 

Р{Щ. «.,..., ^т-,)=0 (102) 

съ йривою С^. Найдемъ всЬ точки той группы, къ которой 
нринадлежитъ А^ . Пусть это будутъ: 

А, А,, 4,..., Л- (^03) 

Поверхность (102) пройдетъ черезъ всЬ точки (103), такъ 
какъ координаты этихъ точекъ связаны между собою подста- 
новками группы ^2^, а эти подстановки не м-Ьняютъ уравне- 
шя (102). 
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Возможны два случая: 

1) Поверхность (102) не им'Ьетъ съ кривою С\. другихъ то- 
чекъ перес'Ьчен1я, кром'Ь точекъ'(103), 

2) Существуетъ по крайней м-Ьр! одна точка В^ пересЬче- 
шя поверхности (102) съ кривою С,., отличная отъточекъ^ЮЗ;. 

Начнеиъ съ перваго случая. 

Черезъ точки (ЮЗ) непременно проходитъ одна изъ поверх- 
ностей (87) или (90). Представимъ уравнеше этой поверхности 
въ такомъ вид*]^: 

Форма: 

Г(/]п'1,,.-м ^^^ (105) 

есть одна изъ первичныхъ формъ (86) или (89). 

На основаши доказанной выше леммы первичная форма (101) 
разнится отъ первичной формы (105) только постояннымъмно* 
жителемъ. 

Первичная форма (101) принадлежитъ къ числу формъ (86) 
или (89). 

Справедливость теоремы въ разсматриваемомъ случае до- 
казана. 

Переходимъ ко второму случаю. 

Находимъ вс4 точки той группы, къ которой принадлежитъ 

В^. Пусть это буДуТЪ 

Д, Д, в,,..,, в,. (106) 

Череаъ каждую изъ этихъ точекъ поверхность (102) должна 
пройти по той же причин*, по какой она проходитъ черезъ 
всЬ точки (103). 

Такъ какъ точка Д не принадлежитъ къ групп* (103), то 
между точками группъ (103) и (106) общихъ точекъ быть не 
можетъ 

Положимъ сначала, что поверхность (102) не имёсхъ съ 
кривою С^ другихъ точекъ пересЬчешя кром* (103) и (106). 
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Черезъ точки (103) проходить одна изъ поверхностей (87) 
или (90). 

Пусть по прежнему эта поверхность выраасается уравне- 
шемъ 

Пи,, Щ,..., и^,_,)=0. (104) 

Черезъ точки (106) провдетъ тоже одна изъ поверхностей 
(87) или (90). Ея уравнеше мы представимъ въ такомъ вид1Ь: 

Г(Щ, I/.,..., ^.^^,)=0. (107) 

Первичный формы: 

соотв^тствуюпоя уравнен1ямъ (104) и (107), принадлежать къ 
числу (86) или (89). 

На основаши доказанной выше леммы форма (101) будетъ 
разниться отъ произведенгя двухъ формъ 

Г('/),, Га,- . ., • т)-ГС^н^ '^^^^' • •) о по») 

только постояннымь множителемъ. Это нелепо, потому что 
форма (101)— первичная. 

По той же причине, подавно, поверхность (102) неможетъ 
им^^ть съ кривою С^ еще новыя точки пересбчешя, не заклю- 
чаюпцяся вь группахь (103) и (106). 

Указанный выше второй случай невозможенъ. 

Если такъ, то теорема доказана. 

Теорема 2. Всякая форма, которая равна радикалу изъ 
ращональной функцш перем^ннаго /, можетъ быть выражена 
формулою вида: 

• • •/ Р-51ч> *'/1>*- м ''-т'Х \ (110) 

Х-Р.{ Го^СО.» >)«^-м >1т)» /-^"(^17 12,--.» о)» 

гд-Ь 
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А, к, г,..., г, 5 

суть ц^лыя числа, изъ которыхъ н']&которыя могутъ быть и 
нулями, а выражеше: 

Р. I и^ (Ч*. 'За)- • •. "О^ /"«,4^*7 >;„. . •, От)} (111) 

есть ц'1лая однородная форма некоторой степени $ отцосо- 
тельно входящихъ въ нее аргументовъ: 

Для доказательства теоремы припомнимъ, что если форма 
равна радикалу изъ ращональной функщи перем^ннаго ^ то 
она равна первичной форм']^ или представляется въ вид^^ про- 
изведешя н^сколькихъ первичныхъ формъ. 

На основаши теоремы 1-ой всякая не равная нулю первич- 
ная форма принадлежитъ къ виду (86) или (89). 

Каждая изъ формъ (86) можетъ войти множителемъ не- 
сколько разъ. 

Прои8ведее1е н-Ькотораго числа 8 формъ вида (89) приметь 
видь (111). 

Бее произведете пепрсмЬнно выразится формулою вида (ПО). 
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Ф{г,,1)^0, (7) 

Оно будстъ тоже неприводимое. Степень его относигельно г) 
обозначимъ буквою п, соотв-Ьтствующую ему Риманову поверх- 
ность - символомъ д\п , а родъ — ея буквою р . Обозначимъ 
Абелевы интегралы 1-го рода поверхности ^Кг. буквами: 

и)^, щ,. .., и)-, (8) 

при чемъ, подобно какъ и въ формулахъ (4), полагаемъ: 

^.= ^ь(:^п Ы1, «^,= Г?,(/;, 5)^5,. . м ^р=^Тр{г,. ^Щ- (9) 

Символы: 

?.(>;, 5), ?.(>], Н),..., ъ^{г,,1) (10) 

обозначаютъ н'Ькоторыя ращональныя функщи аргументовъ 
Гу и Е. 

Формулы (6) показываютъ, что каждой пар'Ь величинъ хну 
соотв^тствуетъ единственная опред^Ьленная пара величинъ ^ и т;. 
Иными словами: каясдой точкЪ поверхности Э^„ соотв^тствуетъ 
единственная определенная точка поверхности 9^„- . Обратное 
предложеше не всегда справедливо: каждой точк^ поверхно- 
сти Э{, 7 только тогда соотв'Ьтствуетъ единственная точка поверх- 
ности 9\„, когда изъ уравнен1й (6) и (1) можно выразить хиу 
въ видЬ рацюнальныхъ функщй отъ $ и/;. Посмотримъ, когда 
это будетъ. 

Станемъ разсматривать х в у, какъ координаты точки на 
плоскости, а 5 и т; какъ параметры. Уравнен1е (1), а также 
Еаждое изъ уравнешй (6) выразятъ собою н^которукх кривую 
на этой плоскости. Кривыя (6) пересЬкутся другъ съ другомъ 
въ н'Ькоторой группе точекъ. Вообще говоря, изъ числа этихъ 
точекъ ни одна не будетъ лежать на кривой (1). Но если мы 
выберемъ параметры Е и /^ такъ, чтобы они удовлетворяли 
уравнеа1Ю (7), то по крайней жЬр^ одна изъ точекъ перес*]^- 
чен1Я кривыхъ (6) придетъ на кривую (1). 
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Будемъ различать два случая. 

I. При всякой пар* значенШ параметровъ $ н ^^^ удовле- 
творяющихъ уравнешю (7), только одпа' точка перес4чен1я кри- 
выхъ (6) лежитъ на кривой (1). 

П. При сказанныхъ значен1яхъ I и /;, на кривой (1) лежитъ 
к точекъ перес*чен1я кривыхъ (6). При этомъ к'^1, 

Начнемъ съ 1-го случая. 

Каждой парб вельчинъ ^ и ^^ соотв'Ьтствуетъ единственнаа 
точка перес']&чен1Я кривыхъ (6), лежащая на кривой (1). Если 
такъ, то координаты х и у этой точки суть ращональныя 
функцш параметровъ ^ и /;: 



(11) 

При такихъ услов1яхъ, каждой точк'Ь поверхности 9{п со- 
отв^тствуетъ единственная точка поверхности Э1„. Преобразо- 
ваше (6] мы назовемъ взаимно одноэначнымъ преобразовашемь 
поверхности 91„ въ 34^ . 

Переходимъ ко 2-му случаю. 

При всякой пар% значен{й ^ и /;, удовлетворяющихъ урав- 
нешю (7), /с точекъ перес'Ёчен1я кривыхъ (6) лежать на кривой(1). 

Поэтому координаты х, у каждой изъ этихъ точекъ перес^^- 
чен1я будутъ к — значными алгебраическими функщями пара- 
метровъ ; и ^^ . Каждой точкЬ поверхности 91; будетъ сотв*т- 
сгвовать к точекъ поверхности Э\^. 

Вернемся къ формуламъ (9) . Возьмемъ одну изъ этихъ фор- 
мулъ, напрпмЬръ, первую: 



^,= Г?*С^;Д)<*-' 



^1= ?Д-^;Д)<*:. (12) 



*) Мы вайдеиъ зтп «ыраженхя, отыскивая такую пару величинъ х и у^ 
которая удовлетворя^а бы одновреиенно тремъ уравнев1мъ (1) и (6). Ра- 
венство (7) есть услов1е сови-Ьстности сказанныхъ уравненхв. 
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Введемъ подъ интеграломъ вместо Ни/; перем'Ьнныя а: и у, 
связанный съ нпми формулами (6) . Вбшолнивъ эту подста- 
новку и, воспользовавшись при этомъ со отношенхемъ (1) между 
X и //, находамъ: 

'| = I ?1 [/>. у). 'I (^5 у)] X со(а:, у)сгаг, ( 1 3) 

д\^(х, у) дФ(у, х) дЦх, у) дФ{у, х) 
дх ду ду дх 

.(X, у)= -ещ^- • (1*^ 

Быражеше (13) есть н-Ькоторый Абелевъ интегралъ 1-го рода 
поверхности 91;^ . 

Посмотримъ, какого рода этотъ интегралъ на поверхности 9\„. 

Каждой точк* {Ху у) Римановой поверхности 91^ соотв-Ьт- 
€твуетъ единственная точка (с, т;) поверхности 91,7 . 

Интегралъ (1::^) въ точк'Ь {х,у) поверхности 91„ им^етъ то 
же зпачеше, какое им-Ьеть функц1я го^ въ соотв'Ьтствующей 
точк'Ь (:, г) поверхности 9?й . Но величина гV^ есть Абелевъ 
ингегралъ 1-го рода поверхности 9?;г; въ точк'Ь (:, т;) онъ 
им^етъ конечную величину Следовательно, интегралъ (13) ко- 
неченъ во всЬхъ точкахъ поверхности 91„. Это — Абелевъ 
янтегралъ Ьго рода поверхности 91„. 

Сказанное относительно го^ справедливо для^всЬхъ/? функщй: 

Вс'Ь эти функцш суть Абелевы интегралы 1-го рода для 
поверхности Э\„. ВсЬ /; величинъ (8) между собою линейно - 
независимы. Сл-Ьдовательно, на поверхности Э1„ существуетъ /; 
или бол*е линейно-независимыхъ Абелевыхъ интеграловъ 1-го 
рода. Если такъ, то родъ р поверхности Э?й не больше р: 

р^р. (15) 
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Преобразованге (6) не повышаетъ рода уртненгя (1) и со- 
отегьтствующей ему Римановой поверхности Э?„. 

Въ томъ случа-Ь', когдапреобразоваше (6) взаимно-однознач- 
ное^ и1гЬютъ м']Ьсто равенства (11). Повторяя т^ же разсуж- 
дешя, Еоторыя только что сд^^лали, мы найденъ новое нера- 
венство: 

р^р. (16) 

Изъ (15) и (16) иы закдючаемъ, что 

р^р. (17) 

Взаимно-однозначное преобразованге не мгьняешъ рода урав^ 
пенгя {1) и соошвгьтствующей ему поверхности Э1„. 
Производныя по переменному х отъ Абелевыхъ интеграловъ 

Щ, Щ^"^ ^р (3) 

выражаются такъ 

Это суть ращональныя функщя величинъ у в х. Такъ ка1:ъ 
у есть алгебраическая функц1я перем^ннаго х, определяемая 
уравнешемъ (1), то величины (5) суть тоже некоторыя алге- 
браическ1я функцш переменнаго х. Разсматривая величины. 5) 
съ такой точки зр^нгя, мы будемъ обозначать ихъ сокращенно 
буквами: 

?п ?..•-. ?р- (18) 

Эти функщи им^ютъ очень важное значеше вътеор1и алге- 
браическихъ функщй. Он^ были впервые введены Риманомъ. 
Поэтому мы будемъ ихъ называть Римановыми функц1ями 
типа 9 *), 

Такъ какъ Абелевы интегралы (3) между собою линейно- 
независимы, то ясно, что /^ функщй (18) типа :/ тоже другъ 
отъ друга линейно-независимы. 



*) ВхетаппзсЬе ? — ГапсИопеп по н'1Ьмецкой термляолопи. 
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Отношегая велЕчинъ (18): 

«.= 1^, ".= 1^...., «*,_.='^-^ (19) 

МЫ будемъ называть функтями типа и. 

Посмотримъ, что произойдетъ съ функщяии типовъ они 
посл^ 11реобразован1я поверхости 9^„ помощью ращональной 
подстановки 

Абелевы интегралы 1-го рода для преобразованной поверхно- 
сти Э{- по прежнему обозначимъ буквами: 

Обозначимъ производныя отъ этихъ функщй по I буквами: 

Беличины (20) суть функщй типа 9 Д^я преобразованной по- 
верхности 5К;: . 

Выше мы видели, что каждая изъ величинъ (8) есть въ то 
же время Абелевъ внтегралъ 1-го рода для поверхности 91^. 

Поэтому производныя отъ функщй (8) по X будутъ функ- 
щями типа 9 Д-^я поверхности Э1„. 

Ничто не мЪшаетъ намъ положить 

го^:=^и;^^ го^=^щ^... (21) 

Тогда будемъ им^ть: 



им;, — Лщ 



(22) 
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Но изъ полученной выше формулы (13) находииъ: 

^= ?;[х(«, уи Н^, у)]х«о(^, у). ■ (23) 

Изъ равенствъ (23), (22) и (6) имЪехъ: 

?|=?|.^'Чя?,у). (24) 

Такимъ же обравомъ найдемъ: 

^,=^,.(0(0?, у), (25) 

и т. д. 

Отсюда сдг1дуетъ, что функцги тгта ф для поверхностп 91^ 
утрачиеаюшъ свои характеристическгя свойства напреобра-- 
зеванной поверхности 9^ • Омь не служатъ функцгями типа 
ф для преобразованной поверхности 91;: • 

РаздЬливъ равенства (24) и (25) одно на другое, подучимъ: 

21-й. (26) 

ь ?• 

Это равенство ' показываетъ, что фуннши типа и сохра- 
нянтъ свои характеристическгя свойства послп^ ратональнаго 
преобразовангя. 

Функц,ги типа и для поверхности 9{„ служатъ вь то же 
время функигями типа и для преобразованной поверхности ЕК^г • 

Изъ теор1и Абелевыхъ интеграловъ известно, что всяшй 
Абелевъ интегралъ 1-го рода поверхности 91^ можетъ быть 
представденъ, какъ линейная фун1Щ1я р линейно-независимыхъ 
Абелевыхъ интеграловъ 1-го рода (3): 

«;:=-4,«^,-+--4^г(;,н-. . .-^А^,и?р'^Соп8{. 

Дифференцируя обЬ части этого равенства по х, находимъ: 

9=Л?|-^^2?«-*-- • --ь^рТя- (27) 

Всякая функцгя типа 9 поверхности 9{^ есть линейная 
однородная функцгя величины 

8 
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?м ?:,•.., 9р- (18) 

Отсюда сл^дуетъу что величины (18) при всевозможныхъ 
обходахъ на плоскости перемЪннаго х испытываютъ линейныя 
однородный преобразовашя. 

Эти линейныя преобразован1я составить некоторую группу (?^. 

Повторяя разсуакдешяу приведенныя ъъ глав^ I, § 2, най- 
демъ, что фуннши {18) составляютъ систему линеипо-незави- 
симыхъ интеграловъ нтькотораю линейнаю дифференцгальна%о 
уравиенгя порядка р: 

Р^а^'^Р^Ш^^'^РчхР-^^'''^^^^^ (28) 

гд'Ь 

Ро^ Р1, Р,^^'. Рр (29) 

суть ц'Ьлыя ращональныя функщи перен<]&ннаго х. 

Всяшй интеградъ уравнешя (28) есть линейная однородная 
фунЕщя величинъ (18). Поэтому всякгп интегралъ уравненгя{28) 
есть функцгя типа 9- 

Изъ теорш функщй изв'Ьстно *), что каждая функцгя, одно- 
значная на Рииановой поверхности 91,^ пр1обр'Ьтаетъ всякое 
комплексное значеше въ опред^ленномъ числ^ точекъ этой 
поверхности 

Если н'ЬЕОторая функц1я пр1обр^таетъ каждое комплексное 
значеше въ ^ точкахъ поверхности ЕК^, то мы назовемъ число ^ 
порядкомъ данной функщи. Эта функщя будетъ им^ть на по- 
верхности Э{„ непременно ^ нулей и столько же полюсовъ. 

Однако при счете этихъ точекъ необходимо помнить изв^ст* 

НЫЯ УСЛ0В1Я. 

Эти услов1я сл^дуюпця. 

1) Если разсматриваемая функщя въ области некоторой 
точки х^ разлагается въ сходяпцйся рядъ вида: 



*) См. Кеитапп. Стр. 107. 
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гд* к^О и а^^ не равно нулю, то мы говоримъ, что въ точк* ос^ 
лежигь А' нулей данной функщи. 

2) Если точка х^ есть критическая точка разсматриваемой 
функцш и въ ея области функщя разлагается въ сходяпцйся 
рядъ вида: 

гд'Ь А-;> о и а^ не равно нулю, то мы говоримъ, что въ точ- 
к^ Хо лежитъ к нулей эгой функщи. 

3) Чтобы сосчитать число нулей, лежащихъ въ безконечно 
сти, вводятъ новое перем'Ьннее: 

. 1 

X 

разлагаютъ функщю но степенямъ ^ въ области точки Н=0 и 
опред^ляютъ число нулей, соблюдая два предшествующихъ 

УСЛ0В1Я. 

При счет^ полюсовъ данной функщи д^Ьлаются подобныя же 

УСЛ0В1Я. 

Возьмемъ теперь какой-нибудь Абелевъ интегралъ 1-го родаи\ 
Его производная будеа^ функцхей типа 9: 

^*^ ,30, 

Начнемъ съ разсмотр^шя наибол'Ье просгаго случая, когда 
выполнены сл^дуюнця услов1я. 

I. Безконечно-удаленныя точки не суть винтовыя точки по- 
верхности ЕХ^. Поэтому Абелевъ интегралъ 1-го рода го раз- 
лагается въ области безконечно -удаченной точки каждаго листа 
поверхности 91^ въ рядъ вида: 

X XX 

II. Кодффищентъ а^ разложешя (31) не равенъ нулю; и это 
справедливо для каадаго листа поверхности Э{„. 

8* 
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III. Бел при гг=Хо лежитъ X — кратная винтовая точк» 
поверхности Э^„, то въ области этой точки функщя га рав- 
ложится въ рядъ вцда: 

^ ?. ?. 

и}=Ь,-^Ь,(х^х,)^-^ К(х — х,)^'^'Ь,{х—х^)^'^. . . (32> 

Услов1е, налагаемое нами на функщю щ состоитъ въ токъ, 
чтобы коэффищентъ &, въ разложенш (32) не былъ нулемъ, 1Г 
чтобы подобное же свойство имЪло м^^сто для всякой винтовое* 
точки поверхности 9{^. 

Предполагая указавныя три услов1я выполненными, сосчи- 
таемъ число полюсовъ функцш ф на поверхности 91„. 

Въ безконечно-удаленныхъ точкахъ этой поверхности функ- 
Ц1Я 9 полюсовъ не им^етъ. Мы въ этомъ уб'Ьждаемся, диф- 
ференцируя равенство (31): 

й. 2а. За, ,^^^ 

о?* х^ х^ ^ 

Конечная не винтовая точка поверхности не можетъ быть 
полюсомъ функцш 9 . Въ самомъ дЪл'Ь, функция го голоморфна^ 
въ области каждой такой точки, а функщя ^ есть ея произ- 
водная. 

Въ X— кратной винтовой точкЬ поверхности Э{„ функц1Я <{» 
имЪетъ X — 1 полюсовъ. Въ этомъ мы убеждаемся, дифферен- 
цируя формулу (32): 

1 2 ^ 8 , 

1 г— 1 2 г— 1 3 г-1 

(34)- 

Въ теорш функщй принято X — кратную винтовую точку 
считать за X — 1 простыхъ (т. е. двукратныхъ) винтовыхъ то- 
чекъ. Следовательно функщя ср при х==х^ им^егь столько же 
полюсовъ, сколько простыхъ винтовыхъ точекъ им^ет!^ в^ 
этомъ жЬстЬ Риманова поверхность ^Я^. 
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Чимо всгьтъ полюсовъ фуннцги ^, т. е. порядокъеяу равет 
чис^гу 8 ваьхъ простых^ винтовыхъ тачекь поверхности Э{^. 

Выше ''') мы уже пользовались зависимостью между числами, 
«нражающими 1) родъ р поверхности Римана, 2) число п ли- 
4Гговъ, 3) число 5 простыхъ винтовыхъ точекъ. Эта зависи- 
^мость такова: 

2р=5— 2л-н2. (35) 

Отсюда находимъ величину $ или, что то-же, поридокъ ; 
'функцш <р: 

д=2р'^2п—2. (36) 

Посмотрлмъ, каЕъ расположены нули функщи о . Число ихъ 
юпред'бляется тою же формулою (36). 

Формула (33) показываетъ, что безконечно-удаленная точка 
каяцаго листа поверхности 9!„ есть нуль 2-го порядка для 
функщи 9* 

Поэтому въ безконечно-удаленныхъ точкахъ поверхности Э{„ 
лежитъ всего 2п нулей функщи (р Число нулей функцш ф, 
лежащихъ въ конечной части поверхности ?Я^ равно ^ — 2п. 
Язъ равенства (36) сл-Ьдуетъ, что 

^—2п=2р—2. (37) 

Функцгя 9 имгьетъ 2р--'2 нуля въ конечныхъ частяхъ по- 
верхности ЕК^ и 2п нулей вг безконтно-удаленныхь ея точкахъ. 

Нули первой категорш (т. е. 2р— 2 конечныхъ нулей) мы 
^удемъ называть подвижными"^*) (Ве^е^ЦесЬе) нулями въ от- 
лич1е отъ 2п нулей, лежащихъ въ безконечности . 

Полученные нами результаты найдены только для того слу- 
чая, когда им'Ьютъ мЪсто три услов1я, приведенный выше. 

Посмотримъ, что произойдетъ при нарушеши этихъ условШ. 

1) Пусть нарушено условхе I: въ безконечности лежитъ вин- 
товая точка» Для опред'Ьленности разсуакдешй положимъ, что 



*) См. гл. III, § 11, формулу (37). 

"**) Причину такого назва!>1Я мы увидимъ ниже. 
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И8ъ числа п листовъ поверхности 9\„ въ бсзконечности свя* 
занн между собою только X листовъ одною винтовою X — крат- 
ною точкою, а остальные п — X листовъ въ безконечноств 
между собою не связаны. Въ области безконечно-удаленной 
X — кратной точки интегралъ го разложится въ рядъ вида: 

^-=00-^^ н- -% +. %-ь ... (38> 

х^ х^ х^ 

Такъ какъ мы оставляемъ пока услов1Я II и III въ сил^, то 
коэффищентъ С| долженъ быть отличенъ отъ нуля. 

Дифференцируя выражеше (38) по я?, находимъ: 
. I _^ 2 ^ 3^ с, 

^ ^ ... ^ ^ ^ 

XXX 

Отсюда видно, что въ винтовой безконечно-удаленной точ!^ 
поверхности Э1„ функщя 9 им-Ьеть Х-н! нулей. Въ безконечно 
удаленной точк^ каждаго изъ остальныхъ п — X листовъ функ- 
щя 9 по прежнему им'Ьетъ по два нуля. Сл'Ьдовате.1П»но всего 
въ безконечности лежитъ 

Х-|-1н-2(п— Х)=2л— Х-+-1 (40) 

нулей функцш Ф. 

Число полюсовъ функцш о будетъ равно числу простыхъ 
винтовыхъ точекъ, леэ/сащихь въ конечной части поверхности 
Э1„. Если 5 есть число ваьагв простыхъ винтовбпсъ точекъ по- 
верхности 9{„, то въ конечной части этой поверхности лежитъ 
только 

5_(Х— 1)=8— Хн-1 (41) 

простыхъ винтовыхъ точекъ. Таковъ порядокъ функщи о. 

Пользуясь снова формулою (35), находимъ, что порядокъ ^ 
функщи Ф, т. е. величина (41), въ разсматриваеномъ случае 
выражается такъ: 

д=2р^2п—1~1. (42) 
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Та-же формула (42) внраакаетъ число вс^хъ нулей функцшо- 
Изъ нихъ 2л— X -1-1 лежать въ безконечности. Следовательно 
въ конечной части поверхности 9{^ по прежнему лежить 2р — 2 
подвижнихь нула. 

Если въ безконечности будетъ лежать не одна, а н'Ьсколько 
винтовыхъ точекъу то раасужден1Я будутъ немного сложнее, но 
результатъ останется тотъ-же. 

Поэтому мы въ праве сказать, что при иарушети уело- 
вгя I порядокъ функцги 9 пониоюается^ но число подвижиыхъ 
нулей по прежнему остается равнымь 2р — 2. 

2) Пусть нарушено услов1е П: коэффищентъ а1 въ разло- 
жеши (31) равенъ нулю. Для определенности разсуждешй по- 
ложимъ, что разсматриваемая особенность им^еть м^сто для 
безконечно-удаленной точки только одного изъ п листовъ по- 
верхности Э1„. Пусть, кром'Ь того, коэффищентъ а^ въразло- 
женш (31) не равенъ нулю. 

Порядокъ функц1и 9 по прежнему будетъ выражаться фор- 
мулою: 

д=2рн-2п-2, (361 

такъ какъ при выводе этой формумы мы услов1е II нигд]Ь не 
вводили. 

Число нулей функцш 9, лежащихъ въ безконечно- удален- 
Быхъ точкахъ изменцтся. Оно сделается равнымъ: 

2(м-1)н-3=2п-1-1. 

Число нулей, лежащихъ въ конечныхъ частяхъ поверхно- 
сти Э1„ выразится формулою 

д_(2п-1-1)=2^)— 3. 

Мы условимся разсматриватъ этотъ результатъ съ такой 
точки зрйтя: функщя 9 ^^ прежнему имеетъ 2р— 2 подвиж- 
ныхъ нулей, но одинъ изъ нихъ въ данномъ случае оказался 
лежащимъ въ безконечности. 

Если въ разложеши (31) не только а^, но и несколько сле- 
дующихъ за нимъ коэффищентовъ равны нулю, то мы ска- 
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жемъ, что несколько изъ числа 2р — 2 подвиавныхъ нулей ле- 
жать въ безконечности. 

Подобное же объяснеше возможно и тогда, когда коэффи- 
щентъ а^ равенъ нулю для безконечно-удаленнвхъ точекъ н^- 
сколькихъ листовъ. 

3) Пусть нарушено условхе III: коэффищентъ Ь, въ разло- 
женш (32) равенъ нулю. 

Применяя разсужден1Я, подобныя только что приведеннымъ, 
мы придемъ къ следующему заключешю. Принарушенш усло- 
В1Я Ш порядокъ функщи 9 понижается. Особенность этого 
случая можетъ быть объяснена тЪмъ, что изъ числа 2р — 2 
подвижннхъ нулей функщи ^ одинъ или несколько оказываются 
лежащими въ винтовыхъ точкахъ поверхности 9%,. 

Общее заключен1е изъ всЬхъ послЬднихъ разсужденШ можно 
формулировать такъ. 

Всякая функщя типа ф им-Ьегь 2п посшояниыхъ нулей, ле- 
жащихъ въ безконечно-удаленныхъ точкахъ, и 2р — 2 падвиж* 
ныхь нулей, которые лежатъ, вообще говоря, въ конечныхъне 
^интовыхъ точкахъ поверхности ?1к„ . Въ отдбльныхъ случаяхъ 
некоторые изъ этихъ нулей могутъ оказаться лежащими въ винто- 
выхъ или безконечно-удаленныхъ точкахъ. Полюсы функщи (р ле- 
жатъ исключительно въ винтовыхъ точкахъ. Каждая X — крат- 
ная винтовая точка служить полюсом'ь порядка X — I . Въ тЬхъ 
особыхъ случаяхъ, когда некоторые подвижные нули приходить 
въ винтовую Чочку, порядокъ полюса понижается на столько 
единицъ, сколько подвижныхъ нулей пришло въ винтовую точку. 

Теор1я Абелевыхъ интеграловъ показываетъ *), что ддя каж- 
дой функц1и типа Ф подвижные нули занимаютъ положеше, 



*) См. Е1е1П. Уойезипдеп йЬег (Не ТЬеопе дег еШр11$сЬеп Моёа1№1с- 
110пеп. Охр. 551. Зд^сь доказате.1ьство основано на н^которнхъ свой- 
ствахъ Абежевнхъ пнтеграювъ 2 го рода. 

Геометрическое довазатепство той-же теоремы можно найти у ВгШ пп(1 
Норьег. 11еЬег сЦе аГ^еЬпшсЬеп Гапсиопеп ап(1 1Ьге Ан^епЛап^ 1п Лег 
6еоте(г1е: Ма№. Аппа1еп Вд. УИ. Огр. 285. 

Мы не приводимъ ни одного пзъ зтнхъ довазатедьствъ потому, что это 
сдяшкоиъ далеко отмешо бы отъ предмета напгнхъ изсд'ЬдованИ. 
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опред^Ьляемое исюшчительно параметрами данной функщи. Дв*]^ 
произвольно взятия функщи типа (р, вообще говоря, не им'Ьютъ 
ни одного общаго подвшвнаго нуля"^). Существуетъ безконеч- 
ное множество функщй типа ^9 7 которыхъ н^Ьтъ подвижныхъ 
нудей въ винтовыхъ иди безконечно-удаденныхъ точкахъ по* 
верхностн 94^. 

Вьппе мы вцдЪли, что всякая функщя типа ф есть интегралъ 
нбкотораго динейнаго уравнен1я: 

Условимся подразум'Ьвать подъ 

р интеграловъ уравнен1я (28), удовдетворяющихъ слЪдующимъ 

УСЛ0В1ЯМЪ. 

1) Подвижные нули функщй (18) не лежать ни въ винто- 
выхъ, ни въ безконечно-удаленныхъ точкахъ поверхности Э(^ . 

2) Величины (18), взятыя попарно, не им^^ютъ ни одного 
общаго подвижнаго нуля. . 

Возьмемъ отношешя величинъ (18) между собою: 

«.= |, «,= |^,.-.-«.-.= ^- (19) 

Въ винтовыхъ и безконечно-удаденныхъ точкахъ поверх- 
ности Э1„ функцш (19) конечны и отличны отъ нуля. 

Полюсы всЬхъ р — 1 функщй (19) одинаковы: это суть 
2р-2 подвижныхъ нулей функщи Ор* 

Нули функщй (19) различны: это суть подвижные нули 
функщй, сдужащихъ числителями. 

Порядокъ каждой изъ функц1й (19) равенъ 2р — 2. 



*) Отсюда назван1е подвижные нуди. 
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§ 16. Кривая, ВЫРАЖАЮЩАЯ ЗАВИСНЯОСТЬ между Фу1К«1ЯМ1 

типа и. 

Числители и знаменатели выражешй (19) суть, какъ мы 
знагемъ, ращональння функщи величинъ у ж х. Выше мы обо- 
значали эти функщи символами: 

Ь(Уу <^)у Ь(Уу ^Х • • • » 9р(Уу ^) • (5) 

Внеся выражен1Я (5) въ формулы (19), мы представимъ вели- 
чины: 

дъ в1щЬ ращональныхъ функц1й отъ у л х: 

^^=^^(У, Л?Х ^г=Щ{У^ ^),'", ^р^^=^р-,(У^ ^)- (43) 

Присоединивъ къ этимъ равенствамъ первоначально данное 
намъ уравнеше: 

Ф(у, а;)=0, (1) 

мы можемъ исключить величины у л х изъ р уравненШ 
(43) и (1). 

Результатъ исключен1я представится въ видЬ системы р — 2 
уравневШ вида: 

^п{^п «*»..-, ^;,~.)=0, А=1, 2, 3,. . ., р—2. (44) 

Если разсматривать величины (19') «акъ р—! неоднородныхъ 
координатъ точки въ пространств'^ р — 1 изм^решй, то урав- 
нен1Я (44) выразятъ собою некоторую кривую въ этомъ про- 
странстве. 

Каждой систем'Ь величинъ функщи (19') соотв^тствуетъ не- 
которая опредЬлънная точка кривой (44) и обратно: каждой 
точке кривой (44) соотв4тствуетъ некоторая опрейленная си- 
стема величинъ функщи (19'). 

Определимъ порядокъ кривой (44). 

Порядокъ кривой равенъ числу ея точекъ пересеченхя съ 
произвольною плоскостью. 

Уравеше произвольно взятой плоскости въ пространстве 
р— 1 изм'Ёрешй таково: 
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-^«Р-'^Р-'^ 



=0, 



гд* 



«05 «I» «5? «37- -М «р-1 



суть постоянныя величины. 
Л^вая часть уравнен1я (45): 



(45) 
(46) 

(47) 



есть функщя типа и для поверхности 91„ Если коэффищенты 
(46) произвольны, то порядо1гь этой функц1и на поверхности 
5К„ равенъ 2р — 2. *) Функц1Я (47) д-Ьлается равною нулю въ 
2р — 2 точкахъ поверхности 91^. 

Величины X и Уу соотв'Ьтствующ1Я этимъ точкамъ, мы обо- 
значимъ такъ: 

(а?п У|), (л?„ у,)у (X,, У,),,.., (х,р^,, у,^^.). (48) 

. Вставивъ эти величины х ж у поочередно въ формулы (43\ 
находимъ 2р — 2 системъ величинъ 

К).. («*2)з>--м (^)з» ? (49) 



(^|)2р-2> (^2)2р-2Г«'> (^р-|)4р-2-/ 

Числа, стояпця въ любой изъ 2р—2 строкъ таблицы (49), слу- 
жатъ координатами одной изъ точекъ перес']&чен1я кривой (44) 
съ плоскостью (45). ВсЬ 2р — 2 строкъ таблицы (49) дадутъ 
намъ координаты 2р — 2 точекъ перес'Ьчен1я кривой (44) съ 
плоскостью (45). Эти точки мы обозначимъ буквами: 



Л/;, ж„ лГз,..., ж,^_ 



р-а 



(50) 



*) См. Бонецъ паг аграфа 15. 
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Всякая точка перес^чеп1я кривой (44) съ плоскостью (45) за- 
ключается въ ряд^ точскъ (50). 

Спрашивается, всЬ ли точки ряда (50) различны между собою? 

Изъ формулъ (43) видно, что каждой точкЬ (ж, у)- поверх- 
ности Э1„ соотв-Ьтствуеть единственная система ведичинъ: 

Щ, «,,..., %-^п (19') 

а следовательно и единственная точка М на кривой (44). 

Но обратное положеше не всегда им^етъ м^сто. Каждой 
точк^ М кривой (44/ соотв^тствуетъ, вообще говоря, некото- 
рое число (X точекъ поверхности 91^. 

Число (Л можетъ оказаться равнымъ 1, но оно можетъ быть 
также отлично отъ единицы. Въ послЬднемъ случа'Ь каждая изъ 
точекъ (50) будетъ соотв']^тствовать [л различнымъ парамъ ве- 
личинъ (48). Въ рякЬ точекъ (50) каждая точка встретится 
{Л разъ. Число различныосъ точекъ ряда (50) равно 

?г^. ,5.) 

Число точекъ перес'Ьчен1я кривой (44) съ произвольною плос- 
костью выражается формулою (51). 

2ю— 2 
Порядокъ кривой (44) равенъ -- — , гдл(л есжь нгькоторое цть' 

лое число ^ кото]рое можетъ оказаться равнымъ единиигь. 
Для краткости мы обозначимъ кривую (44) символомъ: 

Уяснимъ теперь одно геометрическое понят1е. 

Пусть кривая С^ лежитъ въ пространстве т изм^решй. 

Можетъ случиться, что та же кривая всеми своими точками 
укладывается въ пространстве т — 1 измерешй*). 



*) На1фим^р г, коническое с^ченхе опред^^ляется ка&ъ ляв1Я перес^чев1Я 
конуса и плоскости въ простравств^ трехъ изм']§рев111; но она въ то же 
время кривая плоская. Она укладывается на плоскостп. 
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Есди кривая 0^ пространства т изм']&рен1й не укладываете» 
въ пространств* т — 1 изм*рен1й, то мы скажемъ, что она ле 
жить сабствеинимъ образомь въ пространств* т пзм'ЬренШ . 
Въ противномъ случа* мы скажемъ, что она лежитъ въ про- 
странств* т изм*решй несобственнымь образомь. Такъ, кони- 
ческое с*чеше лежитъ въ пространств* трехъ изм*рен]й не- 
собственнымъ образомь. Кривая С^ тогда и только тогда Ле- 
жить собственнымъ образомъ въ пространств* ш измбренШ^ 
когда текущ1я координаты ея точекъ не связаны между собою 
ни однимъ ураввешемъ первой степени. 

Пусть кривая С^ лежитъ въ пространств* т изм*решй соб- 
ственнымъ образомъ. 

Докажемъ, что порядокъ ея г не меньше т: 

^^V^. (52) 

Допустимъ, что г меньше т. Возьмемъ на кривой С^ систему 
т произвольныхъ точекъ.Черезъ нихъ можно провести одну опре- 
д*ленную плоскость. Если мы обозначимъ неоднородный коор- 
динаты точки въ пространств* т изм*рен1й буквами: 

то уравнеше сказанной плоскости будетъ им*ть такой видъ: 

Эта плоскость можетъ перес*чь кривую С^ие больше, какъ въ 
г точкахъ, такъ какъ порядокъ кривой С^ равенъ г 

Между т*мъ плоскость (53) проходить черезъ т точекъ^ 
взятыхъ нами на кривой (7^, а число т, согласно сд*ланному 
допущешю, больше г. 

Такое противор*ч1е устранится только въ томъ случа*, когда 
ВС* точки кривой С^ лежать въ плоскости (53). Но тогда кри- 
вая С^ будетъ лежать въ пространств* т изм*рен1й несоб- 
ственнымъ образомъ, что тоже противор*читъ сд*ланному намн 
допущен1Ю. 
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Если такъ, то число г не меньше т. 

Желаемое доказано. 

Разсмогримъ случай, когда г^=т. 

Возьмемъ на кривой С^ систему т— 1 произвольныхъ точекъ. 
Чорезъ иихъ можно провести безконечное множество плоскостей, 
такъ какъ положеше плоскости въ пространств'^ ш изм^^ретй 
опред']^ляется т точками. Уравнеше плоскости, проходящей 
черезъ т — 1 взятыхъ нами точекъ, будетъ содержать въ себ4 
одинъ и только одинъ произвольный параметръ. 

Оно приметъ видь: 

а,-ьАб,-ь(а, -♦-ХЬ, )щ -н (а, -+-лЬ, )1^,-^,..-н(а^-нЛЬ,^ 1/^=0, (54) 
гд* 

суть постоянныя числа, а л— произвольный параметръ. 

Давая параметру л различный значен1Я, получимъ пучекъ 
плоскостей. Каждая изъ нихъ перес^каетъ кривую С^ въ т — 1 
выбранныхъ нами постоянныхъ точкахъ и еще въ одной т-ой 
точк%, координаты которой будутъ рацхональными функщями 
параметра X, Если такъ, то кривая *(7,„ уникурсальна. 

Такова особенность всякой кривой тто порядка, уклады- 
вающейся въ пространстве т ивм-брешй собственнымъ образомъ. 

Прим'Ьнимъ только что сказанное нами къ кривой 

Са р— а 

1) Мы можемъ сказать, что разсматриваемая кривая лежитъ 
въ пространстве р—1 измЁрешй собственнымъ образомъ. 
действительно, въ противномъ случае величины 

и,, и,,.,., и^,^, (19') 

были бы между собою связаны уравненхемъ вида: 
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Отсюда вытекало бы равенство 

Это нелепо, такъ какъ функщи 

?о ?•!•••» ?,, (18) 

между собою линейно независимы. 
2) Порядокъ кривой С^ р^^ не меньше числа р — 1 изм']&ре- 

шй того пространства, въ которомъ эта кривая укладывается 
собственнымъ образомъ: 



2ю— 2 

-'^ ^р—\. 

Отсюда 

[х^2*). (55) 

Отсюда сл*Ьдуетъ, что возможны только два случая: 
I порядокъ кривой (44) равенъ 2р — 2, 

П порядокъ кривой (44) равенъ ^— 1 . 

Случай I мы навовемъ нормальнымъ **). Кривую (44) будемъ 
обозначать символомъ С,^^, . 

Случай II будемъ называть ультраэллиптпческимъ. Кри- 
вую (44) въ этомъ случа-Ь будемъ обозначать символомъ С^.., . 

Въ ультраэллиптическомъ случа'Ь кривая (44) уникурсальна. 
Действительно порядокъ р--! кривой С^__, равенъ числу из- 
м4^решй р — 1 того пространства, въ которомъ она укладывается 
собственнымъ образомъ. 

Разсмотримъ другъ за другомъ главн4йш1Я особенности обо- 
ихъ случаевъ. 

I. 

Въ нормальномъ случа*]^ число [х равно единице. Это зна* 
читъ, что каждой точк4 кривой С,р_, соотв^тствуетъ един- 

♦) Случаевъ ^?=0 н ^=1 мы пс разсматриваемъ. 

•*) Причина этихъ названий будетъ видна изъ посл^Ьдую1цаго. 
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ственвая. точка поверхности 3(^. Величины х ш у^ соотвЪт- 
ствуюпця этой точ1гЬ поверхности Э1„, суть рац1ональныя фунБ* 
ц!и координатъ 

(190 
точки кривой С,^_,: 



(56) 



Формулы (43) и (56) показываютЪу что соотв'Ьтств1е точекъ 
кривой С}^_2 и поверхности Э{^ взаимно-однозначное. 

Родомъ какой-либо кривой называется родъ той Римаво- 
вой поверхности^ точки которой находятся во взаимно-одно- 
значномъ соотв^^тств1и съ точками этой кривой. 

Следовательно родъ кривой С^р^^ равенъ у. 

Формулы (56) показываютъ, что всякая функщя, однозначная 
на поверхности Э1„, есть ращональная функц1я величинъ (19'). 



II. 

Въ улыпраэллиптичеспомг случа'Ь кривая Ср_^ уникурсальна. 

Координаты каждой точки ея выражаются въ вид'Ь ращо- 
нальныхъ функщй н^котораго параметра X: 

^1=Ф|М, «,=1^.(^Х. •. > ^р-.=Фя-Д>^). (57) 

Точки кривой Ср_4 находятся во взаимно-однозначномъ со- 
отв*тствш съ точками плоскости перем4ннаго X, т. е. съ не- 
которого поверхностью нулеваго рода. Следовательно родъ кри- 
вой Ср_, равенъ нулю. 

Такъ какъ каждой точке кривой Ср_^ соответствуетъ по 
две точки поверхности 91„, то величины хну суть ирращо- 
нальныя двузначныя функщй величинъ (19^). Внеся въ вы- 
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ражешя этихъ функщй вы'Ьсто величинъ (19') формулы (57), 
найдемъ, чпо х и у выразятся черезъ X помощью врращональ- 
ныхъ формулъ вида: 






_ ] (58) 



гд'Ь Д и Л/ суть символы н^Ькоторыхъ ра1цональни1Хъ фунЕ- 
щй двухъ аргументовъ: л п у^^Цл), а ф(л) есть н-Ькоторый ц'Ь- 
лый многочленъ. Степень его относительно л обозначимъ че- 
резъ 2(У*). 

ВсякШ Абелевъ интегралъ поверхности 91„ приведется кь 
виду: 

1А\ У/т)^. (59) 

гдЪ 7 есть символу н-Ькоторой рац10нальной функцш. 
Интегралъ (59) есть ультрадллипшическгй. 

Отсюда понятно, почему разсматриваемый случай названъ 
ультраэллиптичеекимъ, а предшествуюпцй случай — нормальнымъ. 
Д'Ьло въ томъ, что ультраэллиптичесшй интегралъ есть про- 
стЬйппй частный случай Абелева Если мы возьмемъ какую 
ии^удь поверхность Э{^ рода р^ то ея Абелевы интегралы, во- 
обще говоря, не будутъ ультраэллиптическими. 

Случай, когда р=2 — исключительный. 

ВсякШ Абелевъ интегралъ поверхности Э{„ рода;>=2 всегда 
ультраэллиптичесшй. Докажемъ это. * 

Если родъ' поверхности ?И^ равенъ 2, то на этой поверхно- 
сти только дв'Ь линейно-независимыя между собою функщв 
типа ^: 



*) Бк^лп степень многочлена •^(^) нечетная: 2<г — 1, то мы будеиъ раз* 
сматривать *|(Х) какъ такой многочленъ степени 2^, въ воторомъ «озффи- 
Ц|евть при Х*^ оказался нулемъ. 

9 
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Отношете ихъ есть ф7нк1ця типа и: 

Если бы поверхность 91^ не была' ультраэллиптическою, то 
у я X выражались бы въ вндЪ ращональныхъ функщй вел]ь- 
чины и: 

а?=Д(и), у=В,{и). 

Уравнеше .(1) и соотв'Ьтствующая ему поверхность ?Я^ были бн 
нулеваго рода. А это противорЪчитъ условш: родъ поверхно- 
сти Э1„ равенъ 2. 

Вернемся въ формул']^ (59). Если выражете(59) естьинте- 
гралъ перваго рода, то оно приводится къ виду: 

суть постоянные коэффшценты. 

Снстена линейно-независинохъ Абелевыхъ интеграловъ 1-рГО 
рода поверхности 91^ представится въ тавонъ вид^: 



ю, 



'"^;7РГ'"*~^^Щ'••• ( (31) 

г Ма с ^ * ( 

■■■'''-ПШ)''''-'^}Ш, ) 

Число этихъ интеграловъ должно' равняться роду р поверхно- 
сти 91„: 

с—1=^р. (62) 

Отсюда сл4дуетъ, что степень 2с многочлена ф(Х) равна 2|>-1-2. 
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Система р линейно-независвмыхъ функщй типа 9 предста- 
вится въ сл'Ьдующеиъ вид'Ь: 



X ЙЛ 1 ЛХ 



(63) 



у/^.(Х)^л?' ^^ у/Щ)Лх' 



Отсюда 



гI.=X^-^ г^.=Х''-« . . ., «^..=Х. (64; 

Изъ формулъ (64) сл4дуетъ: 

^.=^.«*р-1» «*,=^з^«р-и- • ", «*р-*=^%-. . (65) 

Таковъ видъ 7равнен1й кривой Ср^^ . 

Мы видимъ, что эта кривая уникурсальна. 

Д'Ъйствительно, координаты каждой ея точки выражаются ра- 
1цонально черезъ параметръ X, какъ показываютъ фориулы(64). 

§ 17. Осиовиая система уравненН для ФункцН типа и. 

Построимъ алгебраическое уравнев1е, которому удовлетво- 
ряетъ одна изъ функщй типа о поверхности 9{„. Дифферен- 
щальной резольвентой этого алгебраическаго уравнен1Я будетъ 
уравнеше (28). 

Повторяя сказанное въ главЪ II, можемъ построить основ- 
ную систему уравнешй, соотв^^тствующую дифференщальной 
резольвенте (28). 

Эта система будетъ им'Ьть такой видъ: 

/•^^~(«е,,«„ «*„..., «р_,) 
^л(^и «,, «*з,..-, ^р-,)=0, й=1, 2, 3,..., р— 2. (67) 

Этимъ уравнешямъ удовлетворяетъ система линейно-незави- 
симыхъ функщй типа и: 

Щу и,,.... и ,. (19') 

9* 
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Ясно, что уравнен1я втораго класса (67) выражаютъ ту-хе са- 
мую кривую, какъ и полученныя нами вы1пе уравнев1Я (44) 
Въ самомъ дЬл%, иначе р—1 величинъ (19') были бы связани 
между собою не менЬе, ч§мъ ;>— 1 различными другъ отъ друга 
уравнен1ями. Величины (19') были бы постоянными, что нелепо. 

Обратимся къ уравненш (66). Разсмотримъ отдельно два 
случая: нормальный и ультравллиптичёскхй. 

I. Въ нормальномъ случа'Ь каждой систем^Ь величинъ функ- 
Ц1й (19') соотв'Ьтствуетъ единственная точка на поверхности 
5Х„ и, следовательно, единственная величина х. 

Отсюда сл-Ьдуетъ, что въ уравненш (66) функцш В{х) есть 
линейная функц1Я перемЬннаго х: 

Преобразуя уравнев1е (66) подстановкою: 



^-1^' («^> 



приведемъ его къ виду: 



/ее \**1»**»» **»>• • •> **р-|) 



(70> 



р- 



Такъ какъ преобразоваше (69) взаимно-однозначное, то по* 
верхность 91„ преобразуется въ новую поверхность Э1'„ того- 
же рода р и съ гЬмъ же числомъ лнстовъ. 

Функщи . 

посл'Ь переобразовашя (69) сохранять свои свойства: это бу- 
дуть функцш типа и для поверхности Зк\. Он4 будугь 
отношен1ЯМи интеграловъ дифференщальнаго уравнетя по- 
рядка р: 
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^.^н-д. -^-^д. зИ-*"- ••-*■«"-' 5Г-*-*я?=о, (71) 

«уть ц^лыя ращон&дьныя функщи перем^вваго I. 

ИвтеграламЕ ураввевхя (71) служатъ фувЕщи типа 9 V^^ 
яреобразоваввой поверхности *9{',. Они связаны съ ивтегра- 
дами ураввевк (28) соотвошевгемъ: 

(Т^/)1 ^ (73) 

п. Въ ультраэдлиптическоиъ случае каждой системе веди- 
чвнъ функщй (19') соотв^тствуютъ дв'Ь точки поверхности 
91„. Ихъ мы обозначимъ буквами Ж, и Ж^ *}• 

Если величина перемЪнннаго х одинакова въ об^хъ точ- 
кахъ, то каждой систем'Ь ведичинъ (19') соотв^тсвуетъ един- 
чггвенвая величина х. Функц1я В{х) линейная и выражается 
формулою вида (68). 

6ъ противномъ случа-Ь функщя В{х) второго порядка и 
выражается формулою вида: 






ад=1й^- С") 



Въ первомъ иаъ этихъ случаевъ мы можемъ повторить все 
то, что было сказано о нормальномъ случае. 

Во второмъ случае мы совершимъ изм'Ьиете перем^ннагОу 
яолагая: 

Уравнеше (66) опять приметъ видъ (70). 



*) Сравн. обозначев1я (50), введенвыя выше. 
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Введеиъ въ дифференщальной резольвенте (28) вместо х 
новое переменное 1^ выражающееся формулою (75), а вместо 
(р новую функцш ер', связанную съ ф соотношешемъ: 

аЩх) 
?=Со -^^ ? . (76) 

Дифференщальная резольвента (28) приметь видь (71). 

Задача опять приводится къ изученхю основной системы 
уравнешй вида (70) и (67) и ея дифференщальной резольвенты 
вида (71). 

Для избежан1я излишнихъ обозначешй мы' можемъ допу- 
стить, что независимое переменное уже заранее было прео- 
бразовано подстановкою (69) или (75), и обозначить независи- 
мое переменное снова буквою х. 

Тогда основная система уравнешй, будетъ такова: 



Р^(ц,,щ, и,,. . ., «<р^,)=0, й=1, 2, 3,. ..,р—2. 



\ (77> 



Двфференщальною резольвентою этой системы будетъ слу- 
жить уравнеше 



Относительно дифференц1альнаго уравнешя (28) и системи 
уравненШ (77) можно повторить все сказанное въ главе III. 

1) Отношешя интеграловъ уравнешя (28): 

Щ, Щ, .-., ир-^ (19') 

распространены однозначно на одной и той-же правильноК 
Римановой поверхности ?Ку^. 
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2) Функщи (19') при всевозможныхъ обходахъ на плоскости 
переи^ннаго х испытываютъ линейння неоднородиыя подста- 
новки, сост^ляюпця некоторую группу д^,^^ 

3) Функщи (19') удовлетворяют'ь систеи'Ь уравненШ вида (77). 

4) Критическими точками функщи (19') служатъ: 



О, со, 1, а,, а,,. . .,«р_,, 



(78) 



гдЬ а,, осз,.--? *р-1 суть нЬкоторыя постоянный числа. 

5) Винтовыя точки поверхности Э1л, соотв4тствуютъ вели- 
чннамъ (78) перем^ннаго х. Числа листовъ, связанныхъ между 
собою, въ этихъ винтовыхъ точкахъ^ таковы: 



^д> ^ео5 ^15 ^1> ^3>« 



*} ^/>-2* 



(79) 



6) Первое изъ уравненШ (77) можно представить въ та- 
комъ ВИДЕ: 



= X : (ар— 1) : (х—ои) : {х—%,) :...: (а;~ар_,) : 1.. 



(80) 



7) Каждой систем* ведичинъ функщи (19') соотвЬтствуетъ 
притомъ единственная точка поверхности ?Я^^ . 

Въ прошломъ параграф* настоящей главы мы видели, что 
каждой систем* величинъ (19') соотв*тствуе1ъ единственная 
точка на кривой 



^аК, ^^. ^„.-м ^«-|)=0, *=1. 2, 3,. 



?, (44) 



и обратно: каждой точк* кривой (44) соотв'Ётствуетъ единствен- 
ная система значешй функщи (19'). 

Сопоставляя юлько что сказанное съ приведеннымъ выше 
свойствомъ 7) величинъ (19'), выводимъ важный заключен1я: 
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1^ Основной системть уравненгй (77) удовлетеоряють толь-- 
ко значеигяу пргобртыпаемыя функцгями (19') при различныхъ 
обходахъ на плоскости перемлннаго х. Другихъ рлтенгй 
уравненгя {77) импть не могутъ. *) 

2) Родъ поверхности ЭТлг, равенъ роду кривой (44). 

Въ нормальномъ случать родъ поверхности Эхл^ равенъ р. 

Въ ультраэллиптическомъ случать онъ равенъ нулю. 

§ 18. 3 ак лючен[1е. 

Въ предшествующихъ параграфахъ мы подвгшули на сколько 
было возможно задачу о двфференщальныхъ резольвентахъ 
алгебраическаго уравнешя какого-либо рода р большаго еди- 
ницы. 

Дальн^йппя изслЪдован1я должны быть производимы для урав- 
нен1й каждаго рода въ отдельности. 

Уравнешя рода р = 2 им^ютъ дифференщальную резоль- 
венту 2-го порядка. Так!я уравнен1я были подробно нами из- 
сл^дованы въ прежней работе **). Они принадлежать къ чи- 
слу уравнен1й,разр']^шимыхъ въгипергеометричесиг^ъ функщяхъ. 
Вопросъ о такихъ уравнен1яхъ можно считать исчерпаннымъ. 

7равнен1ямъ рода р=3 посвященъ отд'Ьлъ II настоящаго 
изсл'бдовашя. 



*) Сравн. прим^чан1е 3 въ ковцЪ параграфа 7. 

**) Лахтинъ. Алгебраическхя уравнен1я, разр'Ьшимыя въ пшергеоме- 
рическлхъ ф7ВБЦ1яхъ. Матем. Сборн. XVI : 4 и XVII : 1. 
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ОТДФЛЪ II. 

Првн&евхе общей теорш яъ вахождев!» двффе- 
ревц1альвыхъ резольвевтъ третьяго порядка. 



ГЛАВА I. 

Общ1я свойства основной системы уравнен|й рода р==з въ 
мориальноиъ случаЪ. 

§ 1. ВвкшвИ ввдъ двФФеревц1иьво1 резодьвевты в освов- 
м1 свстемы ураввевИ. 

Прин^нимъ результаты, полученные въ отдбл^ I, къ тону 
случаю, когда родъ р равенъ 3. 

Всякая функц1я типа <р удовлетворяетъ дифференщальной 
резольвенте 3-го порядка: 

Надлежащимъ выборомъ независииаго переи'бннаго х можно 
достичь того, чтобы критическими точками интеграловъ урав- 
нен1я (1) были точки: 

со, О, -*-1, а,, а,,..., ар_„ (2) 

гд'Ь а,, а^,..., а|9_з суть некоторый комалексныя числа пока 
намъ нензв'Ьстныя. Число всбхъ критическихъ точекъ обозна- 
чено буквою р. 
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ВсЪ ввтех'ралы уравнешя (1) правильные. Теор1я линейнЕаъ 
диффёренщальныхъ уравнеп1й позволяетъ намъ сделать н'Ько- 
торыя заключев1Я о коэффищентахъ р^, р,, р,, р, . 

Дпфферешцальное уравнеше (1) должно приводиться къ 
виду *): 

<^'? . Ф(Р-.)(а^) <^*? . ФхР-.) <^Ф . ФхР-оСа') А /оч 

Ах' Цх) Ох* {Цх)]Чх {ф(«)1* ^ 

гд* 

|(1Г)=а;(а?— 1)(а;— а,)(а?— «,) . . . («—«?_,), (4) 

а функщи 

, Ф,Р_„(я'), <1',(Р_,)(а;), Ф,(р_,){а?) (5) 

суть ц'Ьлые многочлены, степени которыхъ соотв'Ътственво равны: 
р-2, 2(р-2), 3(р-2). 

ВсЬ интегралы уравнешя (1) или, что то-же, уравнен1я (3) 
распространены однозначно на н'Ькоторой правильной Рима- 
новой поверхности %^. 

Условимся въ настоящей глав^ подразумевать подъ 



П9 



?*, 9. (6) 



нормальную**) систему интеграловъ уравнеБ1Я (1). 

Тогда каждая изъ функщй типа 9 будетъ рацхональною функ- 
щей отъ одной изъ величинъ (6) и перем^ннаго х. 

Отношен1я функщй (6): 

».'=|, ».=!-: (7) 

будутъ корнями н-Ькоторой основной системы уравнетй: 



*) См. Анисимовъ. Основан1я теорхп лииейнвхъ диффёренщальныхъ урав- 
нсшй. Стр. 96. 
♦♦) См, § 9, отд4ла I. 
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:(а7— а,):...:(а?-.ар^,):1, 

Р(щ,щ)=0. -(9) 

Порядокъ г уравнен1я (9) въ нормальномъ*) случае равенъ. 

а въ улыпраэллиптическомъ случае онъ выражается такъ: 

г==р— ]=2. 

Иными словами, основная кривая (9) въ нормальномъ слу* 
ча'Ь есть кривая 4-го порядка, а съ ультраэллиптическомъ— 
коническое С'Ьчеше. Эту кривую мы будемъ сокращенно назы- 
вать кривою Ъ, 

Уравнеше (9) есть единственное уравнеше 2-1 о класса основ- 
ной системы уравнешй. Такъ какъ въ нормальномъ случа)^ по- 
рядокъ его не равенъ 2, то къ функщямъ (7) въ нормальномъ 
случае применима теорема 3-я параграфа 10 отд-Ьла I: функ- 
цщ (7) распространены однозначно на одной и той я;е пра- 
вильной Римановой поверхности Э^л-, . Отсюда сл']^дуетъ, что 
всякая функц1Я типа и выражается въ впд'Ь ращональной функ- 
щи отъ одной изъ величинъ(7) и перем^ннаго я;. Наприм'Ёръ: 

и,=В{щ,х). (10) 

На основанш сказаннаго въ § 16 отд'Ьла I, мы находимъ, 
что въ нормальномъ случае поверхности 9{.у и Э^л^ одинаковы 
н числа листовъ этихъ поверхностей равны между собою: 

2^.= ^. 



*) См. § 16 огд*ла I. 
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Известно *) что родъ р плоской кривой порядка г, ивгЬю- 
щей €1 двойныхъ точекъ, выражается такъ: 



р= "-'у-'> -^. 



2 



(11) 



Прим-Ьнимь эту формулу къ кривой (9) въ нориадьноиъ случа*. 
Родъ ея р равенъ 3, а порядокъ г равенъ 4. Вставивъэти 
числа въ равенство (11), находимъ 

€1 = 0. 

Итакъ, въ нормальномъ случа* кривая (9) двойныхъ точекъ 
яе им'Ьетъ. 

Въ ультраэллиптическомъ случа* кривая (9) есть коническое 
Ч5'Ьчен1е. Двойныхъ точекъ она им^ть не можетъ. 

Эти результаты согласны съ заключешями, полученными въ 
параграф* 12 отдела I. 

Уравнен1е (8) можно представить въ такомъ видЬ: 

-^4^^^ = - (8') 

Оно выражаетъ некоторую кривую порядка V на плосеооте. 
Точки ея перес^чевк съ основною крквою (9) составдяють 
группу въ ^, точекъ: 

Число ^, равно 4'^ въ нормальномъ случае и 2V въ ультра- 
4»ллиптическомъ случа'Ь. 
Формы: 

/с«(?П ?„ ?,), /о(?П ?1, ?,), 

(12) 
МЫ сокращенно будемъ обозначать буквами: 



*) См. напр. С1еЬ8сЬ. Уойезип^еп иЪег веотеи-ге. В<1. I, стр. 351. 



Офгеб Ьу ^зОО?1С 



• _ 141 — 

Это суть первичныя формы, отличныя отъ нуля. 
Б^динственная равная нулю первичная форма такова: 

Р{Ь^ ?п ?,)• (13> 

Степень ея равна 4 въ нормальномъ случае, и равна 2 въг 
случае ультраэллиптическомъ. 
Обозначивъ степени формъ (12) буквами: 

будемъ им'Ьть: 

Ультраэллиптичесшй случай мы разсмотримъ особо въ по*^ 
сл'Ьдней глав^ настоящаго отдела. 

За исключешемъ этой последней главы, всюду. мы будемь 
говорить только о нормальномъ случаЬ. Поэтому мы будемъ^ 
полагать: 

^У=2У;=Ф^ г=4. (1б> 

§ 2. Н'Ькоторыя своМства кривыхъ 4-го порядка. 
Пусть дана кривая 4-го порядка безъ особыхъ точекъ: 

2^(11., ^,)=0. (9> 

Введемъ вм-Ьсто и^ и щ однородныя координаты х^^ х^^ х^у 
полагая: 

1*.= ^,«,= ^. (17) 

Уравнеше (9) приметь видъ: 

Р{х,, я?., я;,)=0, (18> 

тр^ лЪвая часть есть некоторая однородная форма 4-ой сте- 
пени относительно перемЪнныхъ х^^ гг,, сг, . 
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Изъ геокетрш известно, что кривая Гессе: 
д*Р д*Ж д'Ж 



дх,* ' 


дх,дх,' 


дх,дх. 


дх,дх^ ' 


дх,^ 




д*Р 


д'Р 


д*Р 



=0 



(19) 



дх^дх^^ дх^дх^^ дх,* 



отмЪчаетъ своимъ перес^чешеыъ съ кривою (18) тЬ точки, гдЬ 
кривая (18) им^етъ съ касателъною соприкосновеше порядка 
выше перваго *). 

Обозначпмъ лЪвую часть уравнен1Я (19) символоыъ: 



Щ^и ^,) ^Л 



(20) 



Это— ковархантъ Гессе для формы Р{х^у х^^ х^). Если сте- 
пень последней формы равна 4, то степень ковар1анта Гессе 
равна 6. 

Уравнеше (19) или, что то-же: 

^ Щх,, х,,х,)=0 (21) 

«сть уравнеше н'бкоторой кривой 6-го порядка. 

Въ неоднородныхъ координатахъ она выразится такъ: 

В{и,, «,)-0. (22) 

Если въ уравнен1п (9) разсматривать и^ какъ независимое 
переменное, то щ будетъ его функщей. 

Т'Ь точки кривой ( 9), гд'Ь она лм'Ьетъ съ касателъною сопри- 
косновете порядка выше единицы, определяются равенствомъ: 

??=»• (»') 

♦) Кром^ того, Бривал Гессе должна пройти черсзъ особыя точкя кри- 
вой (18). Но въ ржзсматривоемомъ схучаЬ кривая (18) особыхъ точекъ не 
гагЬетЪч 
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Пользуясь уравнешемъ (9) кривой Р, иы представикъ урав- 
нев1е (23) въ таконъ вид'б: 



дщ \дщ ) "*" ди, ди, ди, дщ ди, * \ди, ) „ 



(: 



Сравнивъ это уравнеше съ уравнешями (19) и (22), найдемъ 



^^-9 ^АТГ^Г' (25) 



Пусть кривая (22) перес^каетъ кривую (9) въ н^Ькоторой 
точкЬ Р. 

Временно выбереиъ оси координатъ такъ, чтобы ось 

быля касательною къ кривой Р въ точкЬ Р, а ось 

проходила бы черезъ точку Р, но не была касательною къ 
кривой Р. 

Такъ какъ точка Рне особая точка кривой, то ножно бу- 
детъ представить координату щ въ видЬ ряда, расположеннаго 
по ц'Ьлымъ положительншгь степенямъ координаты ««^ . 

Всл'Ьдств1е^ сд&[аннаго выбора осей координатъ коэффи- 
хценты при нулевой и первой степени и^ будутъ нулями. Мы 
найдемъ: 

и^7=а^щ *-*-а,?г, *-|-а^ V, *-*-«5^1 ^-»- . . . (26) 

Изъ равенствъ (25) и (26) находимъ: 

Жи,, 11,)=9 { 2а,-»-6аз1*,-«-12а,и, '-|-20а,и, '-♦-...[. (27) 
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Для того, чтобы, кривая Гессе прошла черезъ точку Р, не- 
обходимо и достаточно обращеше въ нуль коэффицгента а^. 
11ри этоиъ мы видимъ сл']ЬдуЮ1цее: 

1) Если коэффиц{ентъ а^ равенъ нулю, а сл'Ьдуюпцй коэф- 
фищентъ а, отляченъ отъ нуля, то кривая Гессе проходить 
черезъ точку Р однажды и только однажды. Изъ уравнешя(26) 
мы видимъ, что Р есть точка перегиба кривой Р. 

2) Если коэффищенты а^ и а, равны нулю, а сл^дующШ 
за ними коэффнцтентъ а^ отличенъ отъ нуля, то кривая Гессе 
проходитъ черезъ точку Р дважды и только дважды. Изъ урав- 
пешя (26) мы видимъ, что кривая Р имЬетъ въ Р съ своею 
касательною соприкосновеше 3-го порядка. 

3) Еоэффищенты а^у а^ и а^ одновременно ну.чями быть не 
могутъ: иначе порядокъ кривой 1^ былъ бы выше четырехъ. 

Действительно, уравнеше (26) показываетъ, что въ указан- 
номъ случае прямая 

перес']Ькаетъ кривую Р въ пяти безконечно близкихъ между 
собою точкахъ. 

Если коэффищенты а^, а^ и а^ не могутъ бьггь одновре- 
менно нулями, то кривая Гессе не можетъ пройти черезъ точ- 
ку Р бол4е. двухъ разъ. 

Кривую Гессе сокращенно будемъ обозначать буквою Н. 

Полученные результаты можно формулировать въ видЬ тео- 
ремъ . 

Теорема 1. Кривая Н проходитъ однажды и только 
однажды черезъ каждую точку перегиба кривой Р. 

Теорема 2. Кривая Л проходитъ дважды и только дважды 
черезъ каждую такую точку кривой Р, гдЪ эта кривая им^етъ 
съ касательною соприкосновеше 3-го порядка. 

Теорема 3. Кривая Я не можетъ пройти болЪе двухъ 
разъ ни черезъ одну точку кривой Р. 



Если прямая АВ касается кривой Р въ двухъ точкахъ: 
М^ и М^ (черт. 3), то мы называемъ ее двойною касательною. 
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Тошн прикосновсв1я двовныхъ касательныхъ лежать въ ле- 
ре(НЬченш кривой Р съ н^гвоторою новою 1фивою: 

Т(х.,а;„х,)=0 *), (28) 

члй въ неоднородныхъ координатахъ: 

ГК,1г,)=0. (29) 

Будемъ. ее называть сокращенно кривою Т. 
Выражеше 

есть ковар1антъ формы ЛР^я?,, а;.., х^). Степень его равна 14. 

Кривая Т проходить однажды и только однажды черезъ каж- 
дую изъ тотекъ М^ и Ж, . 

Теперь положимъ, что уравнеше кри- 
вой Р содержитъ въ себЬ переменный па- 
раметръ. Пусть при всякомъ числовомъ 
значеши этого параметра прямая АВ ос- 
тается двойною касательною къ Р, Дал']&е, 
пусть при н']Ькоторомъ изм^нешн пара- 
метра точки касан1Я М^ и М.^ сбли- 
л^аются и, наконецъ, при опред'Ёленномъ 
значеши параметра меаду собою совпа- 
даютъ въ точк-Ь Ж. 

Бидъ кривой Р при такомъ значеши 
параметра на чертеж'Ь 3 обозначенъ пунк- 
тиромъ . Кривая Р им-Ьеть съ прямою АВ 
четыре обпця точки,- совпавшхя въ М. 

Прямая АВ им^етъ съ кривою Р въ точк^ М соприкосно- 
веше 3-го порядка. 

Такъ какъ въ М совпали дв'Ь точки перес%чен1я кривыхъ Р 
и Т (именно точки Ж, и Ж^), то кривая Т пройдетъ черезъ 
точку М дважды и только дважды. Отсюда 




Черт. 3. 



*) См. 8а1топ Апа1у118сЬе 6еоте1пе с1ег ЬОЬегеп еЪепеп Ештеп. 2-1» 
АиП. Стр. 445. 

10 
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Теорема 4. Кривая Т проходить черезъ каждую свою 
точку пересЪчетя съ кривою Р только однажды, за искдюче- 
шемъ тЬхъ точекъ, гдЬ Р ивсбеть съ касательною соприкосно- 
веше 3-го порядка. Черевъ всЬ ташя точки ]фивая Т прохо- 
дить дважды и только дважды. 

Теорема 5. Кривая Т не можегь пройти бол^е двухъ 
разъ ни черезь одну точку кривой 2^. 



Посмотримь, могуть ли кривыя Я и Т пересечься на кривой Р. 

Отм^тимь какую-нибудь точку пересЬчешя кривыхь Г и ^Р 
и построимь касательную ЛВ кь кривой Р вь этой точкЪ. 
Прямая ЛВ будетъ двойною касательною. 

Возможны два случая: 

1) Точки прикосновен1я М^ и Ж касательной АВ кь кри- 
вой Ж находятся на конечномь разстоянш другь отъ друга. 
(См. черт. 3). 

2) 06% точки прикосновен1я прямой АВ кь кривой Р со- 
впали между собою ъъМ. (См.пунктированную кривую на черт. 3). 

Разсмотримь оба случая отдельно. 

I. 

Точки М^ и М^ находятся на конечномь разстоянш другь 
оть друга. Прямая АВ сь кривою 4-го порядка Р должна 
им^ть четыре обпця точки. Изъ нихъ дв*! совпадають между 
собою въ Л/|, а дв-Ь друпя— въ Д,. 

Отсюда сл^дуеть, что порядокъ соприкосновен1я кривой Р 
сь прямою АВ вь об^ихь точкахъ М^ и Ж. равень единице. 

Если такь, то кривая П не можетъ пройти ни черезь М^ , 
ни черезь Ж. 

П. 

06% точки прикосновен1я касательной АВ кь кривой ^Р со- 
впадають между собою вь М. Порядокь соприкосновеше кри- 
вой Р сь прямою АВ въ точкЪ Ж равень 3 . 

Мы уже видели, что черезь точку М проходять об% кривыя 
Н ж Т. При этомь каждая изъ нихъ проходить черезь точку 
М дважды. 
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Отсюда сл-Ьдуетъ 

Теорема 6. Бривыя Н и Т яе иогутъ пересечься на 
кривой Г НИ1 д'Ё, за исключен1емъ гЬхъ точекъ, въ которыхъ Р 
им^етъ съ своею касательною соприкосновеше 3-го порядка.. 
Черезъ каждую такую точку проходятъ двагды об'Ь кривыя: 
Н и Т. 



НаивысшШ порядокъ соприкосновен1я, которое можетъ иагЬть 
коническое сЬчеше съ кривою ^В' въ произвольной ея точкЪ, 
равенъ 4. Но есть отд^льныя точки кривой Р, ткЬ эта кривая 
можетъ им^ть съ коническимъ с'Ёчен1е11ъ соприкосновеше 5-го 
порядка. Эти ''точки лежать въ перес']&ченш кривой Р съ н'Ёко- 
торою кривою: 

А^п ^п ^.)=о *), (30) 

или въ неоднородныхъ координатахъ: 

^(щ, щ)=0. (31) 

Эта кривая называется кривою Еели. Сокращенно будеиъ 
обозначать ее буквою ^. 
Выра>кен1е 

есть ковархантъ формы Р{x^^ х.^, х.^). Степень его равна 21. 

Будемъ снова въ уравненш 19) кривой Р разсматривать ь^ 
какъ независимое перем'Ьнное, а щ — какъ сто фуныцю. 

Иоложеше т^хъ точекъ кривой Р, щ^ она можетъ им'бть 
съ коническимъ с']&чен1емъ соприкосновен1е 5-го порядка, опре- 
д*Ьляется уравнешемъ **): 

/ЙЧ у ЙЧ , л, р р ^ «(р.у= 0. (82) 



*) См. Сау1еу. Оп 1Ье 8ех1асйс РошЬз о{ а Р1апе Сигте. РЬйоворЫса! 
Тгап5ас11о11$. УоЬ 155. Стр. 545. 

**) Это равенство получается пр11и1Ьнен1емъ обычнаго пр1ема, употре- 
бдяе^аго въ курсахъ ан&зиза въ глав^ о сопрнкосновев1я плоскихъ кривыхъ. 

. 10* 
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Выражен1я производныхъ: 

Л^и^ с1\ с1% А% 



з> л:;7"4» ;лГ5 (3*) 



аи,'' ащ'' Ли,'' с1щ' 

найдутся тъ уравненхя (9) кривой Р. Это будутъ рацюналь- 
ныя функщи величинъ щ ш и^. Вставивъ найденныя такинъ 
образомъ выражен1я производрыхъ (33) въ л']^вую часть урав- 
нешя (32) и приведя вс% дроби къ общему знаменателю, на 
увидвмъ, что общимъ знаменателемъ будетъ служить: 



с 






Числитель полученной дроби буде1*ь разниться только по- 
стояннымъ множителемъ отъ л^ъой части уравнен1я (31). 

Отсюда равенство: 



/а'иЛЧ% аЫ, (Рщ й\ 



9 \с1и,') ~ /дРу ' 



(34> 



гд-Ь С— н-Ькоторое постоянное число. 

Посмотрииъ, могутъ ли кривыя II п ^ пересЬкаться на кри- 
вой Ь\ 

Пусть черезъ точку Р кривой Р проходятъ об4 кривыя: 

Ни ^. 

Выберемъ временно оси коордиватъ т^мъ же способомъ, какъ 
мы выбирали ихъ выше при доказательств*]^ тсоремъ 1-ой, 
2-ой и 3-ей, 

Уравненхе кривой Р снова представится въ такомъ видЬ: 

и^=а^щ ^-^а^щ '^'^а^и^ ^-^щгс^ •-!-... (26> 

Если кривая Н проходить черезъ точку Р, то коэффи- 
Ц1ентъ а,, какъ мы уже видели, равенъ нулю. 



Офгеб Ьу ^з0051С 



— 149 — 
.Уравненхе (26) прянимаетъ видъ: 

«,=аз!<,'4-а,и/-1-а.1г,»-»-.. . ^ (35) 

ЕсдЕ кривая ^ проходить черезъ точку Р, то при щ=^^ 
должно им^ть ж^счо равенство (32). 

Внеся выражеше (35) въ равенство (32) и положивъ ^а- 
тЬмъ ««,=0, находимъ: 

96003^=0, 
откуда 

а,= 0. 

Мы уже видели, что если въ выраженш (26) два коэффи* 
1цента а^ и а, равны нулю, то кривая Ъ' им'Ьетъ съ касатедь- 
ною въ точк*! Р соприкосновеше 3-го порядка. 

Отсюда 

Теорема 7. Кривыя Л^ и / не могр'ъ пересечься на кри- 
вой Ъ' нигд:]^, за исключешемъ гЬхъ точекъ, въ которыхъ кри- 
вая 1^ ин'Ьетъ съ, касательною соприкосновенхе 3-го порядка. 
Черезъ каждую такую точку проходятъ об* кривыя: Я и ^. 

Пусть въ точк* Р кривая Р им4етъ съ своею касательною 
соприкосновеше 3-го порядка. Въ такомъ случае воэффищенты 
а^ и а., формулы (26) равны нулю. Уравнеше (26) принимаетъ 
видь: 

гд* а. отлично отъ нуля. 

Бнеся выражеше (36) въ равенство (34), находимъ: 

«'(^о «^=^^2^3.5.7а,»-ьЛ,«|,-н-^,1^.^-^...^ и,\ (37) 

т]5^ А^^ А^^.,. суть постоянныя конечныя величины. 

Отсюда сл^дуетъ, что кривая ^ проходитъ черезъ точку Р 
трижды и только трижды. 

Этотъ результатъ можно формулировать въ вид$ теоремы: 
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Теореиа 8. Кривая ^ проходить трижды и только трижды 
черезъ каждую точку кривой 2^, гд'Ь эта кривая им^етъ съ 
касательною соприкосновеше 3-го порядка. 

§ 3. Некоторый сво1гтва колдпнеац1п точек1. криво! 4-го 
порядка. 

Въ параграф-Ь 4 отд^Ьла I мы уже говорили о коллинеац1ЯХ7> 
точекъ въ пространстве многихъ и81гЬреп1й. 

Въ настоящемъ отд^Ьл^Ь накъ придется им^ть д$ло съ точ- 
ками плоскости (т. е. пространства двухъ изм^ренШ). Ером'Ь того, 
всЪ коллинеащи, который нн будемъ встречать, оставляютъ 
безъ изм'Ьнен1Я основную кривую 4-го порядка 1^, преобразуя 
точки ея другъ въ друга. 

Приведемъ въ короткихъ словахъ некоторый теоремы о кол- 
линеащяхъ точекъ плоскости *). 
Пусть дана н-бкоторая коллинеащя & 

Посмотримъ, можетъ ли она оставить безъ перемены какую 
нибудь точку плоскости (я?^, а?4, я?з)- 

Для того^ чтобы точка {х^^ о;,, х^^ была инвархантна отно- 
сительно коллинеащи /5^, необходимо, чтобы ея координаты удо- 
влетворяли уравнешямъ: 

«5,1 ^|-^(«2.2— '^)а^2-^ «..зЛ?.=0. [ (39) 

«м ^1-»- аз.2Я?.-^(аз,з— •)^з=0- 

Такъ какъ координаты а:,, а:^, х^ не могутъ быть одновременпо 
нулями, то определитель уравненШ (39) долженъ равняться 
нулю: 



♦) См. С1еЬ8сЬ. Тог1е811П8еп иЬег ОеотеЫе. Вй. I. Стр. 250. 
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=0. (40) 



Это— уравнеше третьей степени относительно т. 

Подставнвъ одинъ изъ корней ур&внетя (40) въ уравнешя 
(39), мы получшъ систему 3-хъ уравнешй 1-ой степени, ивъ 
которыхъ по 1срайней ыАрЬ одно есть сл^1дств1е остальныхъ. 

При этомъ возможны два случая: 

1) Одно И8ъ двухъ уравненШ (39) (напримФръ первое), есть 
сл'Ьдств1е двухъ другихъ. 

2) Два изъ уравнешй (39) (наприм'Ьръ первое и второе) суть 
сл'Ьдствк третьяго. Иными словами, ъск три уравнен1я между 
собою тоакдественны. 

I 

Пусть имФетъ м^сто 1-ый случай. 

Если первое изъ уравнен1й (39) есть сл'Ьдствхе остальныхъ, 
то оно можетъ быть опущено. Два остальныя уравненк: 

выражаютъ двЪ различныя прямыя лиши, который перес&кутся 
въ одной опред']&ленной точксЬ. Эта точка инвархантна относи- 
тельно коллинеащи /8^. 

Если всЬ три корня уравнения (40) обладаютъ тЬыъ же 
свойствомъ, то существуетъ три и только три точки плоскости 
инвар1антныя относительно коллинеащи <81 

П. 

Пусть для одного изъ корней уравнешя (40) им-Ьегь м-Ьсто 
2-ой (Случай: вс^ три уравнешя (39) делаются тождественными 
между собою. Беремъ одно изъ нихъ, напршгЬръ третье: 

«з.1^>?|-^-^з,, ^2Н-(а, 3— т) а?,=0 (42) 



' [ (41) 
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Всякая точка этой пряной инварвантна относительно коия- 
неац1и 6^. 

Следовательно^ существуетъ 1^лая лин1я точекъ инвархантныхъ 
относительно коллянеащи & 

Примемъ эту лвтю за ось 

х,= 0. (43) 

Въ такомъ случа*! будемъ им-Ьты 

^3,1=0, «3.3='^ • (44) 

Такъ какъ вс^ уравнешя (39) должны быть тождественны 
съ (43), то кроне того будемъ пм^ть: 

««.5=^1,3 =««.3=0, ^,.,=-. (^5) 

Отсюда мы заключаемъ следующее. 

1) Коллинеащя (38) приводится къ виду: 






2) ОдниЕъ изъ корней уравнен1я (40) служив: 



(46) 



(47) 



3) Коэффнщентъ а, , отличенъ оть а.^ . и о. , . Иначе при 
т=х5,=а,_з Ьервое изъ уравнешй (39) не могло бы быть тож- 
дественно съ остальными. 

Само уравнсн1е (40) принимаетъ видъ: 



«.,--, О , О 

О 



О, 
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«ли:- 

Ки— ^Ж.»-'^)-0. (48) 

Мы видимъ, что уравнете (48) им^еть: 

1) двойной корень а,, 2) отличный отъ него простой ко- 
рень а,,. 

<Уравнен1я (39) принимаютъ видь: 






(49) 



(50) 



При подстановке въ нихъ корня т = а,, всЬ три уравнешя 
додаются тождественными между собою и принимаютъ видь 

2г,= 0. (43) 

При подстановке въ ураваешя(49) корня т=а, ,, находимъ, 
410 первое изъ уравнешй (49) обращается въ тождество, а два 
постЬднк различны между собою: 

Эти уравнен1я выражаютъ собою две различный прямыд. 
Точка ихъ пересечен1я инвг.р]ан1^а относительно коллинеащя 
6" и НС лежитъ на прямой (43). 

• Игакъ въ разсмотренномъ случае коллинеащя 5 оставляетъ 
безъ изменешя 1) всякую точку неко- 
торой прямой ^Л? (см. черт. 4), 2) пе* 
которую точку С, лежащую вне прямой 
АВ. Скажемъ еще несколько словъ о 
свойствахъ такой коллинеащи. 

• Каждая коллинеащя преобразуетъ 
всякую прямую лишю опять въ прямую 
лпшю. 

Проведемъ накой-нибудь лучъ СМ изъ точки С Пусть онъ 
пересекаетъ прямую АВ въ точке N. Коллинеащя 5 оста^ 




Черт. 4. 
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вляетъ безъ изм^нешя точки С и ^V, а лучъ СМ преобра- 
зуетъ въ новую прямую, проходящую черезъ гЬ же точки С 
и ^. С:гЬдовательно коллинеагця Я' дреобравуетъ лучъ СМвъ 
самого себя. Точки С л N остаются безъ изм'Ьнен1я, а осталь- 
нвя точки луча СМ передвигаются вдоль этого луча; 

Подобное же дЪйствхе коллинеащя ^$ ока§ываетъ на точки 
лучей СМ', СМ'' и т. д. 

Всл^Ьдств1е такого свойства коллинеащя ^5 въ разсматривае- 
момъ случае называется перспективною коллинеащей, прямая 
АВ называется оомо, л лочю^ С центромъ перспективы . Итакъ 
Еоллинеащи бываю!^ двухъ родовъ: 

1) коллинеащи нвперсювкт119ныл оставляютъ безъ изм'1нен1я 
только три отдельный точки плоскости; 

2) коллинеащи перспективный оставляютъ безъ изм1(нен1Я 
каждую точку некоторой оси перспективы и, кром^Ь того^ н^&- 
Еоторый центръ перспективы. лежащШ вн'Ь оси. 



Пусть дана кривая 4-го порядка Р, но изменяемая н'Ькото- 
рой коллинеащей /9. 

Спрашивается, сколько на ней можетъ лежать точекъ ипва- 
рхантныхъ относительно 5. 

Если коллинеащя ^9 не перспективная, то она оставляетъ 
безъ изменен1я три точки плоскости. Изъ нихъ н'Ькоторыя мо- 
гутъ оказаться лежащими на кривой Р. Поэтому неперспек- 
тивная коллинеаигя оставляетъ безъ измгьненгя не болгье трехь 
точекъ кривой Р. Если коллинеащя 6> перспективная, то ось 
ея непрем'Ьнно пересЬчетъ кривую Р въ 4 точкахъ '''). Эти 
точки инвархантны относительно коллинеащя <9. Центръ пер- 
спективы можетъ лежать на кривой Р но можетъ оказаться и 
вн'Ь ея. 

Поэтому перспективная коллинеаигя всегда оставляетъ безъ 
излиьненгя четыре точки кривой Р, и кромгь того, иногда 
еще пятую точку^ если центръ перспективы лежитъ на 
кривой Р. 

*) Эти точки могутъ между собою сливаться, если ось перспективы ка- 
сается кривой Г, но такого случая ниже мы не встр^тимг. 
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Изъ скамннаго выше, выводимъ еще такое за1иючев1е: 

Если коллинеашя 8 оставляешь безъ перемпны четыре илг^ 
пять точеиъ кривой Р^ то эта коллинеатя перспективная* 
йнваргантныя по отношенью кг ней точки кривой Р должны 
леокать такъ^ чтобы четыре изъ нихъ были на одной прямой. 
Эта прямая есть ось перспективы. 

§ 4. Разлгаые типы оемвжыхъ сиетемъ ураввевИ. 

Въ § 11 отд-Ьда I мы уже нам-Ьтили планъ нашихъ тсжЬ^ 
дован1й. Мы видели, что между родомъ р^ числомъ р крити- 
чесвихъ точекъ корней уравненШ основной системы и между 
числами 







^<»> ^0» 


^1» ^4» 


существуетъ 


соотЕошев1е: 




2»— 2 


1 


1 1 


1 



^-.-1-=р-2.*) (51) 

Такъ какъ родъ р въ разснатриваеномъ случае равевъ 3, 
то уравнеше (51) принимаетъ видь: 

Прнсоединимъ сюда найденный выше равенства: 

-г^=г4^ (16') 

Найдемъ всЬ системы ц-Ьлыхъ положительныхъ р'&шен1йу 
удовлетворяющихъ уравнешямъ (52), (16'), (15). 



*).Сравч. уравнеп1е (38) параграфа 11 отд-Ьда I. 
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Чвсло тшснхъ сйстекъ — опмннтешюе. Ми ихъ прподкмъ 
въ таб.1вцахъ (53), (54), (55) *), 

А) р=3. 





N 




>^. 


■а, 


V 


^'~ 


\ 


\ 


а) 


168 


7 


3 


. ! 

1 

2 


42 


6 


и 


21 


Ъ) 


96 


8 


3 


2 


24 


3 


8 


12 


с) 


48 


4 


3 


3 


12 


3 


4 


4 


й) 


16 


4 


4 


4 


4 


1 


1 


1 


ё) 


32 


8 


4 


2 


8 


1 


2 


4 


п 


48 


12 


3 


2 


12 


1 


4 


6 


9) 


48 


6 


4 


2 


12 


2 


3 


6 


Н) 


40 


5 


5 


2 


10 


2 


2 


5 


к) 


24 


6 


3 


3 


6 


1 


2 


2 


1) 


24 


6 


6 


2 


6 

1 


1 


1 


3 


т) 


72 


9 


3 


2 


! 18 


2 


6 


9 


п) 


80 

1 
1 
1 


5 


4 

1 


2 


1 20 

1 


4 

1 


1 5 


1 10 

1 



(53) 



*) Таблицы (53), (54) и (55) составлены в^ь предположен!!!, что 

Это допуи;ен1е нисколько не от^сндеть общности [результата. Въ самомъ 
дс^Ьл^Ь, произведя линейное преобразовав1е вида: 



Х= 



<хх 



3 



мы иожемъ любыя три критичвсшя точки корней уравненШ основной си- 
стемы поместить въ с\:>, О и + 1. Остальиня критическ1Я точки могуть 
быть обозначены буквами: ' 

въ какомъ угодно порядке. 
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В) с=4. 





N 


>« 


>. 


>. 


А, 


V 


ее 


''« 


2 


2 


р) 


16 


4 


2 


2 


2 


4 


1 


2 


ф 


21 


3 


2 


2 


2 


6 


2 


3 


3 


3 



(54) 



С) ?=5. 





^^ 


>.« 


>.. 


>. 


>» 


>, 


V V^ V, V, 


"'» 


^» 


г) 


8 


2 


2 


2 


2- 


2 


2 


1 


1 


1 


1 


1 



(55) 



Какъ мы уже говорили выше*), не всякая система р1»шен1йг 
неопред^леннаго уравнен1Я (52) соотв^тствуетъ действительно- 
существующей Римановой поверхности рода ;7=3. 

Впосл'Ёдствш мы увидимъ, что 'ПО этой причин'Ь н'Ькоторыа 
изъ строкъ таблпцъ (53), (54), (55) должны быть опущены. 



Обратимся къ Еовар1антамъ первичной формы: 



(13) 



Бъ параграфе 2 мы нашли три коварханта этой формы чет- 
вертой степени: 

ЩЬ^ Ь^ ?з)) Д?п ?п ^з). ^(?,, ?», ?з)- (56) 

Сокращенно будемъ ихъ обозначать буквами: 

Я, Т, 7. 



♦) См. отд41ъ I, § п. 
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Степени этихъ ковар1антовъ соотв']&тственно равны: 

6, 14, 21. 

Такъ как'ь форма (13) при всевозможныхъ линейныхъ под- 
становкахъ группы 0^ пр1обр'Ьтаетъ только постоянные ино- 
жители, то къ ней применима теорема 4 параграфа 3 
ютд'Ъла I. Боварханты формы (13) будутъ или первичными фор- 
мами или прои8веден1ями первичныхъ формъ. 

Мы будемъ сначала говорить только о гЪхъ случаяхъ, ко- 
-торымъ соотв^тствуютъ характеристичесшя числа таблицы (53). 

Во всЬхъ случаяхъ, пом^^щенныхъ въ таблице (53), суп^е- 
<;твуюгь неравный нулю первичный формы чегырехъ типовъ: 

1) /"^ порядка V^, 2) /; порядка V,, 3) Д порядка V,, 
4) /^^«-♦-ЛГ/^^'^ порядка V; при этомъ коэффищентъ Ж'огли* 
ченъ отъ О, со и — 1 . 

Боварханты Л, Т, ^ выразятся черезъ эти первичныя формы 
^л-Ьдующимъ образомъ*): 



^=^^VV"р^(^:^^^-)^ 



гдЬ 



л, к, I, 8, А', к', г, 8', П", к", I", в" (58) 

суть ц^лыя не отрицатель нбш числа, а 

р,{и\ /•«'-), Р' (/;Ч /"е,'-), Р"{п\ ^>) 

суть ц-блые многочлены, степени которыхъ относительно вхо- 
дящихъ въ нихъ аргументовъ 

соответственно равны 



*) См. отд'Ьдъ I, § 14, теорема 2. 
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Сравнивая степени многочленовъ, стоящихъ въ лЬвыхъ и пра* 
внхъ частяхъ равенствъ (57), находимы 

Л '-'^-♦-А: Vр-|-^ >у,ч-з V= 6, 1 
й%^н-А'7,-ч-Гу,^8Ч=:14, (59) 

Числа (58) составдяютъ систему исЬлыхъ неотрицательныхъ 
рЬшенШ уравнешй (59). 

Число такихъ систсмъ рЪшенШ— ограниченное. Но оно сх^* 
лается еще меньше, если мы отбросимъ вс^ системы рЪшетй, 
не удовлетвориющ1я тЬмъ свойстзамъ, которымъ должны удо- 
влетворять числа (58). 

Уяснимъ эти свойства. 

1) Числа: 

й, А, I, к\ к\ Г (60) 

не больше 2. Иначе 1^ривыя Н тТ проходили бы бол']&едвухъ 
разъ черезъ н'Ькоторыя изъ своихъ точекъ перес^Ьчсн1я съ кри- 
вою 1^\ Это невозможно на основанш теоремъ 3 и 5 пара- 
графа 2. 

2) Если й=1, то к' и А" равны нулю. Иначе кривыя // и Т 
иди Н и ^ встр'Ьтились бы на кривой 1^' въ такой точк% гдЬ 
она им^етъ съ касательною соприкосновешз 2-го порядка. Это 
невозможно на основанш теоремъ 6 и 7 параграфа 2. Тоже 
самое можно сказать о числахъ: 

к, к', Г и /, Г, Г. 

3) Если А=2 то Л'^=:-2, А"= 3. Это слЬдуетъ изъ теоремъ 
6, 7 и 8 параграфа 2. 

На томъ же основанш можно сказать, что если А- = 2 то 
А =2, Г=3; если /=2 то /=2, Г'=3. 
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Сказарныя свойства главвымъ образомъ ограничиваютъ ве- 
личины: 

Л, к, I, П\ К, V. (60) 

Поэтону въ большинстве случаевъ, пом'Ьшенныхъ въ таблиц-Ь 
(53) первыя два уравнешя (59) ик'Ьюгъ единственную систему 
р^шенШ, удовлетворающихъ всЪмъ приведеннымъ выше усло- 

В1ЛМЪ. 

Въ этихъ' случаяхъ мы монгемъ сразу составить выражен1я 
ковар1антовъ Я и Т черезъ первичныя формы. 

Эта особенность им^Ьетъ мЬсто въ случаяхъ а), 6), с), в), /*) и //)• 

Иъ случаяхъ Л) и д) мы получаемъ для чиселъ (60) подв'Ь^ 
вогможныя системы значен1й, а въ случаяхъ А) и7)— потрпвоз- 
можныя системы. Поэтому для формъ Ни Т въ этихъ случаяхъ 
иолучается по н-Ёскольку различныхъ выражешй. Впосл'Ьдствл 
обнаружится, которыя изъ этихъ выражев1й им^ютъ м^сго 
въ действительности. 

Въ случаяхъ ш) и п) уравнен!^ (59) не им^ють ни одной 
системы р^шешй, удовлетворяющихъ всЪмъ требовашямъ. Эти 
строки должны быть опущены. 

Третье изъ уравнешй (59) чаще всего им-Ьеть по нескольку 
р'Ьшешй. Оно имЬетъ единственную систему р-Ьшешй' въ слу- 
чаяхъ а) и Ь). 

Въ этихъ случаяхъ мы находимъ сразу выражеше ковар1ап- 
та ^ черезъ первичныя формы. 

Результаты, получаемые только что описаннымъ способомъ — 
сл'Ьдуюпце. 

Случай а). 
11=Г^, Т=^..^=^,^ (61) 

Случай й). 

в=г^, т=г^Го, ^=иг,- . (62) 

Случай с). 

я=/-^', г=/^ '/;/.. (63) 
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, Случай (Л). 

з=Г^ГЛ*, т=г^%г,* р,(/,\ /•^«), (64) 
Д=/"« ' р. (/о % Г^ % т^П ' Л {/. *, /"со О . (64') 

Случай е). 
3==иП\ Т=Г.^*и*Р,(Гь\ /"о,'). (65) 

Случай /). 
В=Г^Г., Т=гГ^ Р.(^/, /•^"). (66) 

Случай д). 
Н=и, Т^Г^ Р,(Г^ Г^'), (67) 

я=/;», т=г^г,%- . (67') 

' Случай А). 
^=/•«'/•0, Т=.Г^Р,{Г.^ /■«,»). (68) 

Случай к). 

я=р. (/; ', и •), ^=/;р,(/о % /«, •), (69) 

Случай /). 

-й=1'.(г.*, г^'), т=и.р»(гл Го.') (70) 

я=/. ', т=ГМ, 'Р. (Л •, г^ о, (70') 



11 
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я-/-^Г/., т=г^Р,{ГА ^^*)^ (70") 

Случаи т) и п) невозможны. 



О случаяхъ соотв^тствующихъ строкамъ р) и ^) табхнцв 
(54), мы будемъ говорить въ одной изъ слЬдующихъ тжлп» 

Разсмотримъ теперь отдельно случай г), помЪщеннвй въ та- 
блиц'Ь (55). 

Характеристичесшя числа въ этомъ случа'Ь таковы. 

(71) 

I 

Основная система уравнешй инЪетъ такой вндъ: 



I (72) 
: Г^ \Щ , «,)=« : (ж—!) : («—=',) : (а?— «, ) : 1, 

Щщ, »,)=0, (9 

прн ченъ уравнеше (9) — четвертаго порядка. 

Существуеть пять не равныхъ нулю первичныхъ форнъ пер- 
вой степени: 






(73) 



или, по нашему сокращенному обозначевио: 

/•<»,/;, Л, /;,/;. (74) 

Между этими формами существуюгь соотношешя: 






(75) 
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Каждое изъ этихъ соотЕошевхШ --второй стеиени относительно 

?М 92) ?.• 

Равенства (75) должны быгь тождествами. Они не могутъ 
<5ыгь уравпенгяни потому, что единственное уравнеше^ связы- 
вающее величины 9п 92? ?»» ^^ть уравнеяхе четвертой сте- 
пени: 

Д?1, Ь, ?,)=0. (76) 

Итакъ равенства (75; им^^югь м'^^сто при всякихъ значенхяхъ 
величинъ 9|» 92? 9з- 

Если такъ, то первое изъ тождествъ (75) распадается на два: 

гд-Ь С есть некоторое постоянное число отличное отъ нуля и 
отъ безконечности. 

Изъ равенствъ (77) сл-Ьдуеть: 

2у/^/.= (сс.-»-^)/;- (78) 

Это равенство нелЬпо потому, что между первичными формами 
(73) н^Ьтъ ни одной лары такихъ, которыя разнились бы другъ 
отъ друга только постояннымъ множителемъ. 

Итакъ, числа таблицы (55) не соотв-Ьгствуютъ никакой основ- 
ной систем'Ь уравнешй. 

Строка г) должна быть опущена. 



Изъ сказаняаго въ настоящемъ параграф'^ сл'Ёдуетъ, что мы 
въ правЬ искать основныя системы уравненШ, соответствую - 
1Ц1Я то.1ько сл']^дующимъ систбмамъ характеристическихъ чи- 
селъ. 

11* 
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А) :==3. 





N 


А« 


I 


^. 


V 


^'~ 


^0 


^'' 


I 


168 


7 


3 


2 


42 


6 


14 


21 


II 


96 


8 


3 


2 


24 


3 


8 


12 


III 


48 


4 


3 


3 


12 


3 


4 


4 


IV 


16 


4 


4 


4 


4 


1 


1 


1 


V 


32 


8 


4 


2 


8 


1 


2 


4 


П 


48 


12 


3 


2 


12 


1 


4 


6 


VII 


48 


6 


4 


2 


12 


2 


3 


6 


VIII 


40 


5 


5 


2 


10 


2 


2 


5 


IX 


24 


6 


3 


3 


6 


1 


2 


2 


X 


24 


6 


6 


2 


6 


1 


1 


3 



(79) 



В) ?=4. 





2^ 


>^. 


А« 


>. 


>, 


V 


^~ 


^. 


'и 


^» 


XI 


' 16 


4 


2 


2 


2 


4 


1 


2 


2 


2 


ХП 


24 

1 


3 


2 


2 


2 


6 


2 


3 


3 


3 



(80) 



Впосл'Ьдствш каждый изъ этпхъ 12 случаевъ намъ првдетсл 
разснатривать отдельно. 

§ 5. Корп Фуксова овред'Ьляющаго урав1е11Я. 

Пусть х=% соотв^тствуетъ винтовой л-кратной точк% по- 
верхности 9\л. 

Существуеть безконечное множество функц1й типаср? р&зла- 
гающихъ въ области точки x=о^ въ рядъ вида: 
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1 2 , 3 , 

^=а,{х—л) -на,(а?— а)^ ^а,{x—о^у -§-..., (81) 

гдЬ а^ отлично отъ нуля *) . 

Выберемъ любыя три линейно-независимыя функцш тпа ф^ 
обладаюпоя сказаннынъ свойством^. ОнЬ вяразятся такъ: 



1-1 



1-1 ?-1 ?~1 

<Р,==а..,(ж-«)^ -»- о..Ла?-«)^ -*-а,,,(а;-«)^ -♦-...,(83) 

1-1 2-1 1-1 

. <р,=а,.,(а;-а)^ _«_«., (я;_«)^ н_а,, (х— х)^ -н...,(84) 

ГхЬ а, ,, а, ,, а,^ отлняны отъ нуля. 

Всякая новая система линейно-независимы» функцШ типа <р: 



выразится черезъ величины (82), (83), (84) формулами вида: 



?1=«|.. ?! -*-«•,! ?.-+-«•.. ?, 



' I 



?*=«..• ?.-•-«... ?«-*-«..» ?5, 

?]=''... ?|-*-'з.. ?.-*-«,., ?„ 

при чемъ 01фед1(литель 



1)= 



«1.1 > «1.» > «I.» 



*«,! » *«,« > *!,» 



*»^ > '»,5 1 'э,Э 



(85) 



(86) 



*) Это суть т]& функцш типа ?, который не яжЬють ни одного подвяж- 
наго нуля въ то'Гб^ «. См. отдЬдъ I, § 15. 
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будетъ отличенъ отъ нуля. 

Обратно, величины ?,, (р,, ср,, опред'Ьляемыя формулами(85Х 
будутъ непре]гЁнно линейно-независимы, если определитель ^ 
отличенъ отъ нуля. Черезъ нихъ фуныци ф^, ?<> ?з выразятся 
линейно^. 

Положимъ: 
Опред:1литель: 



В= 



а, 



1Л> 



О, —«1,1 



О, О, 1 



< «' 



(88) 



отличенъ отъ нуля. Гл-Ьдовательно функщи 9п ?«) ?, ливейво- 
невависимы . 

Въ области точки а онЪ разложатся въ ряды такого вида: 

2 . 



?~1 



9.= 



6* ..(«-«)' -*-Ь,.(«-«)\ -^-•••, (89) 



^-1 



х^- 



ь,.Ла?-«Г -*-ь,.,(«-«Г -*-..., (90) 



1-1 ?-1 »-1 

?,= «,.,(ж-«)^ -ьа,.,(х— а)^ -4- Ь, ,(а;_а)^ -н.... (91) 

Коэффищентъ а,, отличенъ отъ нуля, но Ь^^ и &,,ногутъ 
оказаться нулями. Пусть первый отличный отъ нуля коэффи- 
щентъ въ ряд-Ь (89) есть 6,,,, а въ ряд* (90)— Ь^.. 

Формулы (89), (90), (91) првмутъ ввдъ: 



Л+1 



--1 - 

9.= Ьа..(^-«)^ +Ь,+,,,(а:-а) ^ 



А+2 



(92) 



-♦-^-^...(а?— «) 
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N т 1 






(93) 



1-1 ^-1 1-1 

<?.=вм (я?— «)^ -*-«,^(ж— «)^ -4-а, , (ж— в)^ -ь..., (94) 

1Я^ Ьд,, Ь;^,, а,^ отлнчнн отъ нуля. 
Будемъ различать два случая: 1) когда А не равно /с, 2) когда 



Пусть К не равно А;. Не нарушая общности разсухдешй, мо- 
жет положить 

Ряды (92), (93), (94) можно представить въ такомъ видЪ: 

■^.= (-Г-«)^ % [{Х-4- 1 9, = {х-4 ^г [(«-«)' ], 

(95) 
гд* 

9 1 1 1_ 

1>, [(^-«)' ], % [(^-«)' ], ^, [(^«)' ] 

суть сходяпцеся ряды, расположенные по ц^лымъ положитель- 

1_ 

ннмъ степенямъ (а: — а) и отличные отъ нуля при х=7, . 



Показатели степени: 



111 (96) 

Л л л 
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удовлетворяютъ яеравенствамъ: 

Величяны ср1» ?«9 ?з составляютъ систему лвне&но-независЕ- 
мыхъ интеграловъ дифференщальной резольвенты: 

. Точка х=г есть критвческая точ1са ишеграловъ уравнешя (1). 
Обовначимъ корни Фуксова уравнешя для точки а;=х буквами: 

*^П *'«9 ^»> 

при чемъ: 

г,>г,>г,. (98) 

Это суть действительный ращональныя дроби, не раеныя 
между собою. 

Существуетъ три линейно-независимыхъ интеграла 

уравнешя (1) разлагающихся въ области точки х=а въ ряды 
вида: 

9'=(аг-«)'-.Р.(а?-«), <р"=(а^-«Г.Р,(а^«), 

(99) 
?'"=(а;-а)^ Р,(а:-а), 
гдЬ • 

РДж-а), Р,((Г-а), Р,(ж-а) 

суть сходяпцеся рядн, расположенные по цЪшмъ положитель- 
ныиъ степенямъ х—л и отличные отъ нуля при а;=:а. 

Величины (95) суть ц'Ьдыя линейный однороднЕШ функщи 
велитанъ (99) п обратно; при этонъ иыЪютъ м^сто неравен- 
ства (97) и (98). 

Это возможно только при усдовш: 
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А , Л , 1 



, = ^-1, г,=^-1, г,= у-1. (100) 



Выражешя (99) прининаютъ видъ: 

л . к 



9'=(аг-а)^ рда?-а), ср-=(а;-а)^ Л(^-«), 

(101) 

^-'=(я;-.а)^ РДа;-а). 

Корни Фуксова уравненк дш дифференщадьной резольвен- 
ты (1) въ точк]^ х—а опред]&ляются формулами (100). 

П. 

Цусть Н=^к. 
Составимъ выражеше: 

Въ области точки <V=^о^ эта функщя разложится въ сходящИси 
рядъ вида: 



9|=Сл^.и (я?— «) ^ ■^^*+«.. (^—1) ^ 



(103) 



Сл^.з..(а^-«) ^ 



Л-4-8 ^ 



Коаффищентъс^^,^ можетъ оказаться нулемъ. 

Пусть первый изъ коэффищентовъ ряда (103) отличный отъ 
нуля, есть 

Ясно, что 

Рядъ (103) ыринимаетъ видъ: 
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гд* с^',, отлвчно отъ нуля. 
Функщв 

между собою ливейвО'незавЕСинн. 
Въ самонъ д1|л1|, опред^Ьлитель 



(104) 



2У= 



О, 1,0 
О, 0,1 



= ь,.. 



нулю равняться не можетъ. 

Въ области точки ;г=а функщи <р,, 9*» ?< разлагаются въ 
ряды вида: 



Л' 



1 



1 _ 1_1 

9,= (:г-«)' ^Л(а^--«)^Ь Т«=(^~«)' ?).[(^-«)^]. 



(105) 



гдЬ 



?,=(.г-а)'- ^Л(^-«)'], 



111 



обозначаютъ сходящ1еся ряды, расположенные по ц'^Ьдымъ по- 
ложительнымъ степенямъ количества 

Я отличные отъ нуля при г=а. 
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Показатели степени 

Л ' Х 'л 
удовлетБоряютъ неравенствамъ: 

^^-1>|-1>^-1. (106) 

Повторяя т^ же разсужден1я, какъ и выше, находимъ, Т1*а 
жорни Фуксова уравнен1я для дифференщальной резольвенты (1) 
въ точк^ х^т. таковы: 

г. = ^'-1, П=|-1, г,=1-1. (107) 

Соотв^тствующге имъ интегралы днфференщальной резоль- 
венты (1) въ области точки х=а разлагаются въ ряды вида: 

к' к 



(108) 



Въ этихъ формулахъ // есть некоторое цЪлое число, боль- 
шее к я намъ неизвестное такъ же точно, какъ и число Н въ 
формулахъ (101). 



Чтобы не вводить излишннхъ обозначешй и формулъ, мм 
можемъ сказать, что во всякомъ случае корни Фуксова урав- 
нен1я выразятся такъ: 

г,=|-1, г,= * -^1, г,= 1-1, (100) 

гдЪ Лик суть Н']&которыя неизвестный намъ ц^лыи числа, 
удовлетворяюпця неравенствамъ: 
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А>Л>1. (109) 

Въ кобц'Ь параграфа 13 отд'Ьла I мы доказали теорему, состоя- 
щую въ томъ, что разность между двумя наименьшими корнями 

Фуксова уравнешя должна равняться у. 



Отсюда сд']&дуетъ: 



т. е. 

^Ь=2. (110) 

Итакъ: 

г,= *-1, П=^-1, =^-1, (111) 

гд^^ Ь есть н'^^которое ц'Ьлое число, которое больше двухъ. 

Соотв-Ьтствующте интегралы въ области точки а;=а предста- 
вляются формулами: 

(112) 

Остается найти величину Л. 

По прим-Ёру обозначешй, введенныхъ въ параграф'Ь 12 от- 
дела I, положимъ: 

«^=4, ^"=1^^.. (ИЗ) 

Внеся въ эти формулы выражен1я (112), нкходимъ, что функщя 
и' и V!* въ области точки х^=% разлагаются въ ряды вида: 
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обозначаютъ рдды, расположенные по ц^лымъ положительныиъ 
степенянъ (а?— а) и отличные отъ нуля при а;=а. 

Обовначимъ одну изъ точекъ кривой 1^, соотв'Ьтствующихъ 
величине а?=:а буквою А. 

Изъ формулъ (114) сл'Ьдуеть, что течете кривой Р вблизи 
точки А выразится уравнешемъ: 

и'=а(и"/*- '-1-Ь(|*"У'-*-с(<|")Л+ 'н". . . , (115) 

гд* 



(116) 



Это величина конечная и отличная отъ нуля. 
Такъ какъ Н больше двухъ, то прямая 

есть касательная къ кривой Р въ точюЬ А. 
Разснотримъ три случая. 

I. Если кривая Р съ касательною въ точк-Ё А им'Ьетъ со- 
прикосновеше перваго порядка, то к — 1 равно двумъ, откуда: 

7* = 3. 

II. Если точка А есть точка перегиба кривой Р то А — 1 
равно тремъ, откуда: 

III. Если кривая Р въ точк)^ А имЪетъ съ своею касатель- 
ною соприкосновен1е 3-го порядка, то к — 1 равно четыремъ, 
откуда: 

А = 5. 

Другихъ случаевъ быть не можетъ. 

Корни Фуксова уравнешя для дифференщальной резольвен- 
ты (1) въ точк'Ь х=^% выразятся такъ: 
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3 2 1 

въ случа* 1: г,= ^— 1, г,—^—!, г,=^— 1, (117) 

» » II: г.= ^-1, ,= ^-1, г,= 1-1, (118) 



III: 



г. = |-1, г,=|-1, г,=Ь-1. (119) 



Мы иредполагали, что разсматриваемаа X — кратная винтовая 
точка соотв'Ьгствуетъ конечной величин']^ ?. 

Посмотринъ, каковы будуар корни Фуксова уравнешя для 
критической безконечно-удаленпой точки. 

Пусть безконечно - удаленныя точки поверхности Э1л суть 
л — кратныя винтовыя точки и пусгь одна изъ точекъ кривой ^ 
соотв'Ьтствующихъ величин* х=х> есть точка А. 

Преобразуемъ поверхность Э1л подстановкою: 

х==^. (120) 

Поел* такого преобразован1я поверхность Э^д- заменяется 
повою тоже правильною поверхностью Э^д. Винтовыя л — крат- 
иыя точки, лежавш1я прежде въ безконечности, придутъ въ 
точку <=0. 

Функщи типа 9 Л^ поверхности 9\л будемъ обозначать сим- 
волами вида о. Он*]^ связаны съ прежними! функц1ями типа о 
соотношен1емъ вида: 

Такъ, мы будемъ им'Ьть: 

о'=^х'о\ 7'=—'^*?", о"=^х'о''\ (122) 

Функщи о\ 9"? ?'" будутъ интегралами н-Ькотораго новаго 
дифференщальнаго уравнен1я 3-го порядка. Обозначимъ для 
этого новаго дифференщальнаго уравнен1я корни Фуксова урав- 
нен1я прп ^=0 буквами: 



*) См. огд-Ьдъ I, нара'раф'ь 15, формулы (24) и (25). 
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гп г«» ?»• (123) 

Величины (123) определятся по формулаыъ (117), (118), (119). 

Функщи ф', ^", «р'" въ области точки / = О разложатся въ 
ряды вида: 

о.= <<»' Р, (О, 9"= <Р. Л(<), о"'= 1Р' Р,(0, , (124) 

РДО, ^'.(О, ^*Л0 

суть сходаицеса ряды, расположенные но ц']Ьлымъ иодожитель- 
нымъ степенямъ количества I и отличные отъ нуля при ^=0. 
Изъформудъ (120), (121) и (124) сд-Ьдуеть, что ?', о"» ?'" 
въ области точки и^^оэ разложатся въ сл^дуюпце ряды: 

,'=_-'.- р. (|),^"=_.--.-Р,(1); . 

(126) 

Корни Фуксова уравнешя для х=^=(х. оказываются равными: 

г.=?.-н2. г,=:,-+-2, г,=?.-ь2. (126) 

Будемъ различать гЬ же три случая, которые мы различали 
выше. Внося въ равенства (126) вм-Ьсто р^, р,, р, поочередно 
выражешя (117), (118), (119), находимъ сл'Ьдующ1я величины: 

Въслуча'Ы: г.= |^1, г,=|^1, г,=^^1, (127) 

л л л 

» П:г.= |н-1, г,=2-н1, г,= 1-н1, (128) 

> » Ш: П=|н-1, г,= 1^1, г.=^-^1. (129) 
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Мы уже вид:Ь1и, что дифференщальная резольвента (1) при- 
водится къ виду: 

гд* 

Цх)=х{х—1){х--1){х—л,){х—а,). . .(я?— ар_,). (4) 

Зная ведичины чнселъ: 

^со> \'^ ^11 ^»Г ••» ^Р— 1> 

МЫ ножеиъ найти корни ' Фуксовыхъ уравнешй для каждой кри** 
тической точки помощью формулъ (117), (118), (119), (127), 
(128), (129). Найдя величины этихъ корней и зная величины: 

МЫ можемъ вычислить вс1 хоэффищевты уравнешя (3). 

Подробности этихъ вычислешй мы увидимъ въ слЪдующихъ 
г#авахъ. 
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ГЛАВА П. 

Основная система уравнен1й перваго типа. 

§ 6. Н'Ькоторыя своВствА уравиеиШ осиовиой системы перваго 
типа. 

Основною системою 7Р&внен1й перваго типа иы будемъ на- 
вывать ту систему, которая соотв']&тс1зуетъ характеристическимъ 
числамъ: 

^V=168/л^=7,л,=3,},=2,V=42,V^=6,V,^14,V,=21*).(1) 

Бн-Ётшй ВЕДъ уравнешй этоё системы таковъ: 

^о/^) ^^^ у Щ)'- о/, \и, , щ) : {^ \щ , и,)=х : (а:— 1) : 1, (2) 

Р(щ,и,)=0. (3) 

Въ § 4 прошлой главы мы видели, что Еовар1анты Я, Т, ^ 
формы Р {и^, и^) въ разсматриваемомъ случае выража- 
ются черезъ первичныя формы сл']^дующимъ образомъ: 

я=/^, т=/;, ./=/;**). (4) 

Поэтому уравнеше (2) нежно представить въ такоиъ вид%: 
с.Т'(и., и,) : с. 7'(«., Щ) -В^щ, «,)=« : (а?- 1) : 1 . (5) 



*) См. строку I таблицы (79) параграфа 4 главы I настоящаго отдела. 
**) См. главу I, параграфъ 4, формулы (61). 
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ВсЪ системы р'Ъшешй уравнешй (5) и (3) связаны между 
собою линейными неоднородными подг^тановками, составляю- 
щими группу порядка 168. Мы обозначимъ эту группу симво* 
ломъ д^^^. Соотв'Ътствующую ей группу линейныхъ однородныхъ 
подстановокъ мы обозначимъ символомъ ^^^^^л группу колли- 
неащй — символомъ Г^^^. Каадой операцш одной изъ этихъ 
трехъ группъ соотв'Ътствуетъ единственная операщя въ каждой 
изъ двухъ остальныхъ. 

Еривая 

^соО^, щ)=о (6) 

черезъ каждую свою точку перес^чешя съ кривою Р прохо- 
дитъ только однажды. 

Первая изъ формулъ (4) показываетъ, что (6) есть кривая 
Гессе для кривой К Следовательно, кргмая Рнигдгь не имгьетъ 
съ касательную сопрккосновенге порядка выше втораго*). Точки 
перегиба кривой Р лежатъ въ ея перес*ченш съ к-ривою (6), 

Во всЪхъ остальныхъ точкахъ кривая Р им^етъ' съ каса- 
тельною соприкосновеше перваго порядка. 

Такимъ же образомъ уб'Ъждаемся въ томъ, что кривыя Тп ^ 
пррходятъ черезъ каждую свою точку пересЪчетя съ кривою!^' 
только однажды. 

Кривая Р имгьетъ 24 точки перегиба,. 56 точекъ прикосно- 
венгя двойнихъ касательныхъ и 84 такихъ точекъ, гд^ь она 
мооюетъ 'имгьть съ коиическимъ сгьченгемъ соприкосновенге 5-го 
порядка. 

Порядокъ кривой (5) равенъ 42. Эта кривая отмЪчаетъ на 
кривой Р группу въ 168 точекъ: 

Р^..^' (7) 

Точки группы (7) при произвольномъ X в&к между собою 
различны. ОнЬ будутъ между собою совпада/гь только при сл4- 
дующихъ значешяхъ перем^ннаго х: 

1) При а?=со точки группы (7) совпадаютъ между собою 
по семи. Это суть точки перегиба кривой Р. Он^ опре;^^- 
ются уравнешемъ: 

*) См. теоремы 1, 2 и 3 параграфа 2 прошлой главы. 
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/"^(«м «,)=0, (6) 

или, что то-же: 

Щи,, «,)=0. (6') 

2) При а?=0 точки 1Т)уппы (7) совпадаютъ между собою по 
три. Это суть точки прикосновен!:! двойныхъ касательныхъ 
кривой Р, 

Он'Ь опред'Ьляются уравнешемъ: 

ГЛЩ. «*.)=0, (8) 

или, что то же: 

ГО/,, 1^,)==0. (8\ 

3) При а? = 1 точки группы (7) совпадаютъ между собою 
по ДБ* Это суть тЬ точки кривой 2^, гдЬ она можетъ им-бть 
4^ъ коническимъ с'Ьчен1ем'ь соприкосновеше 5-го порядка. 

Оп* определяются уравнешемъ: 

ГХи., «|,)=0, (9) 



или, что то-же: 



^(«,, 11,)=о. ' (9') 



При вс4хъ остальныхъ значешяхъ :г точки группы (7) между 
собою различны. 

ч< 7. ДиФФереиц1альная резольвента. 

Въ § 1 прошлой главы мы уже говорили о вн^шнемъвид^ 
дифференщальной резольвенты. 

Применяя сказанное въ § 1 къ разсматриваемому случаю, 
находимъ, что внЪшнШ видъ дифференщальной резольвенты 
уравнешй перваго типа таковъ: 

ах* Цх) Лх* ) Цх) } * Ах \ ф(а;) } ' ^~ ' ^ ' 
гд* 

^х)=х{х-\). (11) 

я фувкщи 

•^ЛЛ Ы^\ Ф,{а;) 

12* 
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суть Ц']Блые многочлены, степени которыхъ равны индексамъ: 
1) *., о. 
Мы можемъ ихъ представить, въ такомъ вид^: 

^^ (а;)=ажч-Ь, ^(^{х)=сх^-^()хч-е, '1^{х)=г1Х^'^кх''^кх-*-1 (12) 

На основаши результатовъ, полученныхъ въ § 5 прошлой 
главы, можемъ сказать, Ч10 корни Фуксова уравнешя приа;=0' 
определяются по формуламъ (117) параграфа 5, при чемъ >.=3* 

Корни Фуксова урав&енк для х= \ опред'Ьляются форму- 
лами (117) параграфа 5, при чемъ 'л = 2. Наконецъ, корни 
Фуксова уравнен1Я для 2;= со определяются формулами (128) 
параграфа 5, при чемъ л=7. 

6ъ результате находимъ следующ1я величины корней Фук- 
совыхъ уравнешй: 

1 2 

1) Для я;=0: г,=0, г.=-д, ^,=—3» (13> 

2) для .г=1: г,=-+-2» ^,=0, г,=~, (14) 

11 9 8 

3) для д;=со: г, = у, г,= ^,г,=~. (1о> 

Сами уравнешя Фукса будутъ таковы: т 

1) для точки х=0: 



2 
гз_|_г2-|--г=0; 


(16> 


2) для точки х=1: 




г'-1г=0; 


(17) 


3) для точки д:=со: 




, , , 37 792 ^ 
^' ^^^7^ 343=^ 


(18> 



Уравнешя (10), (11) и (12) даютъ намъ возможность по- 
строить те же Фуксовы уравнен '1Я въ иномъ виде. Применял 
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юбщШ прхемъ *) къ уравнешю (10), находимъ уравнешя Фукса 
мдя. каждой критической точки: 

1) для точки ж=0: 

г(г-1)(г_2)-ф,(0)г(г— 1)ч-^.,(0)г— ;,(0)=0: (19) 

2) для точки х=1. 

г(г-1)(г_2)-»-ф. (1 )г(г-1)ч-ф,(1)г-4-ф,(1)=0; (20 ) 

3) для точки э:^сх>: 



,(г-+-1;(г-,-2)-[ Кт._^ ^^М] г(г-4-1)^ 1 



(21) 



Сравнивая тождественныя между.собою уравнен1я(16) и (19), 
мы видимъ, что въ уравнен1и (19) членъ уЛО) долженъ рав- 
няться пулю: 

Фз(0)=0. (22) 

Сравнивъ между собою уравнешя (17) и (20), такимъ же 
юбразомъ находимъ, что 

ф,(1)=0. (23) 

Равенства (22) н (23) показываютъ, что многочленъ '|з(^) 
д'блвтся нац^Ьло на 

х{х—1). 

Принявъ во внимаше третью формулу (12), можемъна осно- 
ваши только что сд']^ланнаго зам'Ьчашя представить многочленъ 
^^{х) въ сл'^Ьдующемъ вид^: 

^М=Ф-Ч9^-^)' (^4) 



*) Си. Анцсимовъ. Основав1д теоршлияейныхъ дифференц1альныхъ урав* 
неиШ. Стр. 96. 
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Бнесемъ въ уравнеша (19), (20), (21) выражешя (12) и(24) 
многочленовъ {^Н^), ФД^)» Фэ(^)- Получатся уравненхя, кото* 
рБШ должны быть тождественны съ уравнешями (16), (17), (18)* 
Произведя сравнеше коэффищентовъ при одинаковыхъ членахъ 
каждой пары гождественныхъ между собою уравнешК, найдемъ 
семь уравнешй первой степени съ семью неизв'Встными: 

а, 6, с, Л, е, д, к. (25) 

Однако одно изъ сказанныхъ семи уравнешй оказывается 
сл^дств1емъ изъ остальныхъ. Эти остальныя шесть уравнешй 
даютъ намъ величины всбхъ коэффищентовъ (25) кром*!» А;: 

п г^ л 72 . 2963 20 792 ,_, 

0=7, Ь=-4, с=у , (?=_ -^ , ,= - , д=--. (26> 

Бнесемъ эти величины коэффищентовъ въ формулы (12) и 
(24) и полученныя выражешя много^иеновъ Ф,(ж), фДа?), фз(^) 
вставимъ въ уравнеше (10). 

Находимъ: 

(27) 
/72 , 2963 20\<1ф /792 ,\ . 

Обратимся къ равенствамъ (14). Мы видимъ, что разность 
между корнями г^ и г.^ Фуксова уравнешя при о; = 1 равна 
ц'блому числу единиц']^. Въ подобпыхъ случаяхъ выражсн1Я ин- 
теградовъ дифференщальнаго уравнешя, вообще говоря, содер- 
жатъ въ 006*6 логариемы. Требованхе, чтобы интегралы были 
свободны отъ логариомовъ, налагаютъ на коэффищенты урав- 
нешя Н^КОТОрЫЯ УСЛ0В1Я'*'). 

Въ разсматриваемомъ нами случа'Ь интегралы уравнешя (10) 
логариемовъ содержать въ себ'6 не должны, такъ какъ всЬ 



*) См. Анисимоеь. Осиовоал теор1я линей1шхъдпфферепд1альиых1,урав- 
Н€н1й. Стр. 100. 



Соодк 



01д1112ес1 Ьу \^з005 



— 183 — 

функщи типа 9 ^7*^ функщи алгебраичесшя. Зная эту особен- 
ность уравнешя (10), можно определить коэффищентъ к. 
Съ эЮю ц'блью прежде всего 8ам']&тимъ, что интегралы, со- 

отв'Ьтствуюпце корнямъ -*- к и — ^ Фуксова уравненк, разло- 

жатся въ области точки х=1 въ ряды вида: 

1^ 

^"'=(х^1) ^Ь,^Ъ,{х-1)'^Ь,{х^1Уч-Ъ,{х—1у^...^, (29) 

гд* а„ и Ь„ отличны отъ нуля. 

Функщй вида (29) существуетъ безконечное множество. Въ 
самомъ д']^л'Ь, выражеше 

Л?'-4-Л9'" (30) 

при всевозможныхъ постоянныхъ значешяхъ Л я В есть функ- 
пдя типа 9) разлагающаяся въ рядъ вида (29). 

Между вс^^мп такими функщями. непрем']&нно найдется одна, 
въ которой коэффищентъ, соотвЬтствуюпцй Ь^ равенъ нулю. 

Въ самомъ л^л^, если въ формул*]^ (29) коэффищентъ Ъ^ 
равенъ нулю, то функщя 9''' сама обладаетъ сказаннымъ свой- 
ствомъ. Если же коэффищентъ Ь^ отличенъ отъ нуля, то мы 
положимъ въ формул'Ь (30): ■ 



и получимь функщю 






1,'_1=;"', ,81) 



разлагающуюся въ рядъ вида (29), при чемъ коэффищентъ. со- 
огв-Ьтствующй 6, , равенъ нулю. 

Д.1Я изб']&жан1Я излишнихъ обозначешй можемъ принять функ- 
щю 9'" сь самаго начала выбранною такъ, чтобы ког^ффи- 
щентъ Ь^ , былъ нулемъ. 
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Формула (29) будеть такова: 

— 1 - ^ 

Вставимъ это выражеше въ уравнеше (27), разложимь по сте- 
пенямъ {х — 1) и станемъ приравнивать нулю коэффищентн 
при различныхъ степеняхъ (х — 1). 

Приравнявъ рулю коэффищентъ при 



находимъ уравнеше: 



Отсюда: 



{х-1) ^ 



*<''°»-/ь=о. 



24696 



^"24696- ^^^^ 

Вставивъ эту величину въ уравнен1е (27), получаемъ иско- 
мую дифференщальную резольвенту въ окончательнонъ вид1&: 

(34, 
/72 , 2963 20\(1<а /792 40805\ ^ ^, 

-^(,Т*-252 ^-^-9)^"-\343^-24696^=^ ^- 

Всякая система корней и^, щ основной системы уравиенхй 
(2) и (3) можетъ быть выражена въ вид^ отношешй интегра- 
ловъ 91? ?1^ ?з Дифференц1альной резольвеш'ы (34): 

щ=^, и,=-^. (35) 

Сравнивъ между собою уравнешя (10) и (34), находимъ: 

ф^(а?) _ 1х—А _4 3 
'^(х) х{х—1) X х—1 ' 

*) Это уравнен1е было впервые составлено Гальфеномъ. См. На1р}1еп. 
8иг ипе ёаиаНоп йи 1го181е1!1е о^(^^е. МаШет Аппа1еп. Вй. 24. 
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Такъ какъ числители 4 и 3 иростыхъ дробей въ этой фор- 
мул-Ь суть числа ц-йлыл, то на основан111 теоремы, доказанной 
въ конц-Ь параграфа втораго отдЬла I приходимъ къ такому 
заключешю: опрегЬълит'Ль всякой подстановки группы О^^^ра- 
венг единить, 

§ 8. Выражев1я первнчныхъ Формъ черезг везавнсимос пере- 
м'Ьняое. 

Пусть, дапа какая либо первичная форма 

/(?п ?., ?,)• (36) 

Она должна равняться нЬкоторому радикалу изъ ращопаль- 
ной функщи перем"Ьннаго х. 

Съ другой стороны, та-же величина (И6) есть цЬлая одно- 
родная функц1я аргументовъ 

?П ?2» Фз- (37) 

Функщи (37) распространены однозначно на правильной 
168-ЛИС10Й Римановой поверхности ^К,,^. Винтовыя точки этой 
поверхности соотв-Ьтствують величинамъ а? = 0, 1, ее. Вели- 
чина я; = соотв'Ьтствуетъ трехкратнымъ винтовымъ точкамъ 
поверхности Э?,^^, величина а:=1 соотв'Ьтствуетъ двукратнымъ, 
а а:^=со -семикратнымъ винтовымъ точкамъ поверхностная, «,. 

Отсюда можно сделать заключешс о вид'Ь того радикала изъ 
ращональной функщи перем4ннаго х^ которому равно выра- 
жеше (36). 

Это выражен1е должно быть такого вида: 



Я?п ?„?.)=^'(а?-1)^'^2г(а;), 



(38) 



гдЬ Щх) есть символъ рациональной функщи перем'Ьннаго гг, 
а а и ^ суть суть н'Ькоторыя цЬлыя числа положительныя 
отрицательныя или равныя нулю. 

Такъ какъ величина а;= оо соотвЬтствуетъ семикратной 
винтовой точк* поверхности 91, ^8? то должно им'Ьть м4сто ра- 
венство: 
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а 3 _ 7 
3 "* 2~7 ' 



(39) 



гд'Ь 7""Ц'Ь-^ое число положительное, отрицательное, или нуль, 
Неопред'Ьленное уравнеше (39) можетъ быть удовлетворено 
целыми значен1ями а, ^ и г только въ томъ случае, когда а 
дЬлится нац-бло на 3, |3 — на 2, а 7 — иа 7. 

■ Въ такомъ случа-Ь выражен1е (3^^) есть ращональная функ- 
Ц1Я перем'Ьннаго х: . 

Л?|, ?,, 9:.)=-К(а^). (40) 

Равенство (40) показываетъ, что для уравнешй перваго типа 
всякая первичная форма выражается рац1оиально черезъ х. 

Индексъ всякой первичной формы равенъ единиг^ть. 
Возьмемъ форму Д?,, ?,, 9з^- ^Ь1 вид-Ьли въ § 6, что 
Д?1> ?и ?з) в^ть первичная форма 14-ой степени. Она равна 

Корни Фуксова уравнен1Я д-ия точки х=0 таковы; 

г,=0, г,=-^, ^з=-|- (13) 

Сц-Ьдовательно вблизи точки а:=0 функц1и 

2 
суть безконечно больш1я величины порядка не выше ^ . 

о 

Такъ какъ Т(ф^, ©з? ?з^ есть однородная форма 14-ой сте- 
пени относительно величннъ (37;, то вблизи точки ж = она 

28 
обращается въ безконечносгь порядка не выше — . 



Поэтому функщя 



>« 



въ области точки а:=0 конечна. 



(41) 
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Корни Фуксова уравнен1я для точки х=1 таковы: 
1 .1 



г 



•=-н-, г,=0, г,=— -. 114> 



Подобно тому, какъ въ предшествующемъ случае, находинъ, 
что фу6кц1я: 

{х-1ГТ{^„ ср„ ср,) (42) 

конечна въ точк* ^=1. 
Фуншця: 

сохраняетъ конечную величину во всЬхъ конечныхъ точкахъ 
плоскости . ' 

Если такъ, то выражеше (43) есть радикалъ изъ щьлаю 
многочлена перем']Бннаго х. 

Такъ какъ Д^,, ф,, о,) ^^'^^ первичная форма, то она вы- 
ражается черезъ X ращонально, какъ показываегъ формула (40). 

Въ такомъ случать выражеше (43) равно радикалу третый 
степени изъ ц'Ёлаго многочлена: . 

х\х-\у Д9и ?,, ?.)= \/Ш), '"^^^ 

Р^^х) 

•есть ц-Ьлый многочленъ некоторой степени А* относительно пе- 
рем^ннаго х. 

Изъ равенства (44) сл'Ьдуетъ, что въ области точки :г=со 
функщя Д9|> ?«> ?•) разлагается въ рядъ вида: 

Л--28 

гхЬ а„ отъ нуля отлично. 
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Корни Фуксова уравнешя для точки ж=» ее таковы: 

11 9 8 

'^Г-^у. '-^=7' ""'"^1' ^^^^ 

СлЬдовательно въ области точки л:=сс функщи (37) суть 

бевконечно-малыя порядка не ниже ;^. 

Функщя Т(?,, <р2, ?з) въ области точки а?=: со есть величина 
Сезконечно-малая порядка не ниже 

14. 1=16. 

Сравнивая это заключеше съ формулою (45), видимъ, что 

Отсюда: 

к^ 1. 

Если бы к равнялось нулю, то правая часть равенства(44) 
равнялась бы постоянному чисчу. ФункцЗя Т{%у ?4, о^) не 
выражалась бы рацюнально черезъ ж, какъ того требуетъ фор- 
мула (40). 

Итакъ: Л:=1. Функщя Р;.{ а;) есть многочленъ первой степени 
относительно х. 

Для того, чтобы выражеше: 

было ращональною функщею перемЪннаго а:, необходимо, что- 
бы Р^(х) делилось нацело на х. 
Мы въ прав']^ положить: 

Р,{х)=А% (46) 

гд* А некоторое неизв-Ьстное намъ постоянное число. 
Изъ формулъ (44') и (46) с^гЬдуетъ: 

Д?п ?., 9,)^Лх-''{х--\Г'\ (47) 
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Шъ уравнен1я (5) ваходимъ: 

С. Г "(у,, «„ у.) _ 



^Ъ,9.т.)-"- ^''> 



Изъ уравнешй (47) и (48) слЬдуетъ: 
Изъ гЬхъ же уравнен1й (5), находимъ: 



(49) 



Изъ уравнешй (49) и (50) сл-Ьдуеть: 

^(?1, Т., ?..)= У^ АГх''^\х-1У''\ (51) 

Если мы умножимъ ВСЁ три величины 



п? 



Те» ?з (37> 



на одно и то же постоянное число, то он4 останутся инте- 
гралами уравнен1Я (34), а отношешя ихъ: 

м,= ^, и.= ^ (35) 

?. ?з 

не изм']^нятся. 

Выбравъ надлежащимъ образомъ этотъ постоянный множи- 
тель, можемъ достичь того, чтобы коэффищентъ А въ фор- 
муд'Ь (47) им:Ьлъ напередъ заданную конечную величину. Мы 
выберемъ его такъ, чтобы им^ло м^сто равенство: 

Тогда формулы (47), (49), (51) примуть видъ: 
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(53) 

Им'Ья выражешя (53 ), можемъ всякую неравную нулю пер- 
вичную форму выразить черезъ перем'Ьнное х. Вс! он*]^ ока- 
лываются д'Ьвствительно ращональными функц1яыи х. 

Т'Ь же формулы нозволяютъ намъ найти величины 9п?{9Ъ 
по даннымъ величинамъ и^^ и^. 

Въ саномъ жЬл% изъ перваго уравнешя (53) находимъ: 

9/Н(и,, и,)=х-Хх-1)-\ (54) 

Изъ уравнен1я (5) сл^Ьдуетъ: 

^ 5Д1(«и_!^ ^_1_ ^^^^2^^\ (5') 

ГЧи,, м.) Я'(«., «,) 

Вставивъ этн выражен1я въ формулу (54), находвыъ: 

2 1 

Изъ формулъ (35) и (55) сл'Ьдуетъ: 

2 1 

_ ~з" ~2 Ч1НЧ и„ щ) 



(56) 



у,-с„ ^ ^■'(|.., «,) ^(„., «.)' 

г,-Со с, т*(и„и^Ли„и,)- 

Действительно, величины %^ 919 ?$ оказываются ращональ- 
ными функщями величинъ и^у и,^ какъ идолжробыть наосно- 
ванш сказаннаго въ § 16 отдЬла I. 
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До сихъ поръ выборъ величинъ (ри ?2 9 Ъ оставался почти 
совершенно произволенъ: мы наложили только одно условхена 
обпцй постоянный множитель вс^^хъ трехъ функщй. Мы вы- 
брали его такъ, чтобы им'Ьло м-бсто равенство (52). 

Припомнимъ, что корни Фуксова уравнешя для точки /;== со 

таковы: 

11 9 8 ,,_ 

г,= у, г,= ^, г,= ^. (1э) 

Сл'Ьдовательно существуетъ система линейно-независимыхъ 
интеграловъ, разлагающихся въ области точки :г=<х) въ'ряды 
вида: 

при чемъ коэффиц1енты 

а, |3, у (58) 

конечны и отличны отъ нуля. 

Мы условимся подразум'Ьвать подъ ^^, (р,? Ъ именно тЬ 
функщй, который въ области точки сс= со разлагаются въ 
ряды (57)*). 

Коэффищенты (58) связаны между собою услов1емъ, чтобы 
им'Ьло мЪсто равенство (52). 

Отношен1я: 

-и^ 59) 

вполне произволЕны. По величине этихъ отношешй можно вы- 
числить въ отд'Ьльности величины (58 ) на основаши только что 
сказаннаго услов1я (52). 

*) Эти функд1И не составдяють нормсмьную систем!^ интеграювъ урав. 
яен1Я (34). Сравн. отд'Ьлъ I, § 13,зам'Ьчаше по поводу формулъ(79) и (80). 
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Произволомъ велпчинъ (59) мы впосл'Ьдств!» воспользуемся 
для упрощвн1я формулъ. Пока оставимъ ихъ неопределенными. 

§ 9. СвоКства осиовиой кривой для уравиеп1й псрваго типа. 

Вводимъ вместо щ и'^^ однородныя координаты Ж|,а?2,Тз *), 
при чемъ: 

«■.= 1^, щ=-^- («0) 

Величины x^^ х^^ х.^ связаны п1}которымъ лииейнымъ соот- 
ношепхемъ вида: 

\х,-^\х,-^\х='}{, (61) 

гд-Ь 71,, 21,, ?1з, ?( суть н4которыя постоянныя числа. 

Величины а?,, х^^ х^ разнятся отъ <?,, ср^, % только общимъ 
множителемъ: 

л:,=(7<р,, х,='^^ а?.="^Тз- (^>2) 

Эгогъ множитель с есть функщя перем*ннаго х. 
Опъ определяется формулою: 

Л 

(03/ 



Формулы (56) показываютъ, что ср^, срз^ ?» ^уть ращопаль- 
пыя функц1и величипъ и^ и и,. Если такъ, то изъ форууль 
(62) и (63) сл^дуотъ, что а?,, ж^, х^ суть ращональныя функ- 
Ц1И отъ щ п щ . 

Внеся выражешя (60; въ уравнешя (5) и (3), получимъ: 

с,Т\х,, X,, ^з):с,^•'(а?,, х,, х,):Н'{х,, х,, х,)=- 

(64) 
= х: (х — 1) : 1, 

Н^г^ я;,, а;,)=0. . (65) 

Уравнешя (^64) и ^65) выражаютъ тЬ же самыя кривыя, 
ьакъ и уравненШ (5) и (3). Къ нимъ относится все сказанное 
въ начале § 6. 



*) См. иараграфъ 4, отд•Ь^а I. 
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При X отличБОыъ отъ о, 1 и со кривая (в4) отм']^чаетъ на 
основной кривой (65) группу въ 168 различныосъточ^къ Р^,^^- 

Когда ж=сх),то точки группы Рц;8,а: совпадаютъ между со- 
бою по семи. 0н4 образуютъ группу въ 24 различнихъ то- 
чекъ Ро* • 

Это суть точки перегиба кривой (6^) и опредЬляются пере- 
С']Ьчешемъ кривой (65) съ кривою: 

Эти точки мы обозначимъ буквами: 

Д, X, Л,,..., А,,. (67) 

Когда а;=0, то точки группы Р^^в.» совпадаюгъ между со- 
бою по три. Оп4 образуютъ группу въ 56 различнихъ точекъ 
Рзй • Это суть точки прикосновен1я двойныхъ касательныхъ къ 
кривой (65) и определяются пересЬчетемъ кривой (65) съ кривою: 

Т{х,,х,, х,)=0. (68) 

Когда х=1у то точки группы Р^лв^д, совпадаюгъ между со- 
бою попарно. Он* образуютъ группу въ 84 различнихъ то- 
чекъ Р^^ . Это суть тЬ точки кривой (65), гд4 эта кривая мо- 
жетъ им-Ьть съ коническимъ сЬчешемъ соприкосновеше 5-го 
порядка. Точки группы Р^^ опредЬляются пересЬчешемъ кри- 
вой (65) съ кривою: 

Лх,, X,, а- )=0. (69) 

Если даны координаты х^^ х^^ х.^ какой либо точки одной 
изъ группъ: 

-Р1сн,2:(гД* « отлично отъ о, 1, оэ), Р,,, Р^,, Р,,, (70) 

то вс]& безъ исключешя точки той же самой группы найдутся 
черезъ примкнете къ координатамъ данной точки х^^ гг., х^ 
вс]^хъ коллинеащй группы Р^^,- 

Каждая точка кривой (65) будетъ принадлежать къ одной 
изъ группъ (70). 

13 
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Теиерь за1гЬтимъ, что касательная кь кривой 4-го порядка 
въ точкб ея перегиба непрем'Ьнно пересЬкаетъ эту кривую еще 
въ одной и только въ одной точв^. 

Проведеыъ въ кривой (65) васательныя въ точкахъ ея пе- 
региба. 

Эти 24 касательныхъ отмотать на кривой (65) своимъ пе- 
ресЬчетемъ еще 24 точки: 

Точки эти, быть можетъ, между собою даже совпадаютъ. 

Возьмемъ одну И8ъ 24 построенныхъ нами касательнвххъ, 
наприьгЬръ А^ В^ . Прим']&нимъ къ ней одну изъ коллинеащй 
группы Ц^^. Обозначимъ эту коллинеащю буквою V. Она 
дреобравуетъ точку -4, въ одну изъ точекъ той же группы (67). 
Пусть она преобразуетъ точку А^ въ Л.,. Касательная А^ В, подъ 
вл1яшемъ коллинеацш V преобразуется въ касательную А^В.^ . 
При этоыъ точка А^ преобразуется въ А^^ точка В^ должна 
преобразоваться въ новую точку, лежащую одновременно на 
кривой (во) и на касательной А^В^ . Такая точка есть только ^В«. 

Итакъ, коллинеацш группы Г^^^ преобразуютъ каждую изъ 
точекъ (71) въ новую точку той-же совокупности. 

Въ такомъ случае точка В^ подъ вл1ян1емъ коллинеащй 
группы Ц^^. прюбрЬтаетъ не бол4е 24 различныхъ по ложе- 
шй на кривой (65). 

Мы знаемъ, что точка В^ непременно принадлежишь къ 
одной изъ группъ (70). Въ этой груши должно быть не бо- 
л'Ье 24 различныхъ точекъ. Такая группа есть то.1ько Р^^. 

Но въ такомъ случа'Ь точки совокупности (71) должны бвпъ 
между собою различны и составлять ту же самую группу Р^^, 
какъ и точки (67). Он-б только расположены въ иномъ по- 
рядке. 

Точки (71) ерь точки перегиба кривой (65). 

Отсюда теорема. 

Теорема 1. Всякая касательная къ кривой 1^ въ одной 
изъ ея точекъ перегиба непременно пройдетъ черезъ новую 
точку перегиба той же самой кривой. 
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Внеся выражешя (57) въ формулу (63), мы видимъ, что 
множитель с въ области точки х= <х) разлагается въ сходя- 
Щ1ЙСЯ рядъ впда: 



а=а? {а^-^а^х ' -^а^х ^-*- . . .), 



(72) 



гд-Ь а„ отлично отъ нуля. 
Положивъ 



— 1 _^ 

п'=а^'^а^x -ьа^а? -4-..., 

мы въ прав!) сказать, что эта величина есть функщя перем']&н- 
яаго X конечная и отличная отъ нуля при а;=со . 
Формула (72) принимаетъ видъ: 

8 

Т . (73) 

Вставивъ въ формулы (62) выражешя (57) и (73), находимъ: 
4г,=':'аа; "^ П-ьа, ,а;~*-«-йГ2 ,а?~'-*-а, ^^г"*'-!-. .. 1. 

я:з='-/у ^^^а.^х'^'-^а.^х'^-^а.^х"^^ . . . ] . 

Эти формулы опред-Ьляютъ течете кривой Т вблизи одной изъ 
ея точекъ, соотвЬтствующихъ а:=сс. 

Координаты этой точки таковы: 

а;,=0, я:,=0, х,=а,-1. (75) 

Точка (75) есть одна изъ вершинъ координатнаго треугольника. 
Опуская безконечно-малыя высшихъ порядковъ, мы можемь 

13* 
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выразить течение кривой вблизи разсматриваемой точки такимъ 
уравнен1емъ: 

Отсюда вытекаютъ сл'Ьдствхя. 

1) Вершина координатнаго треугольника: 

а?,=0, х,=0 (77) 

есть точка перегиба кривой Р. Она принадлежитъ къ группе 
точекъ (67). Для определенности разеуждешй будемъ обозна- 
чать буквою А^ именно точку (77). 

2) Ось д;,=0 есть касательная къ кривой Р въ точкЬ ^^. 

3) Ось х^==0 проходить черезъ точку ^^, но не касается 

кривой 2^ въ этой ТОЧКЕ. 

4) Ось я?з=0 черезъ точку А^ не проходитъ. 
Обозначимъ символомъ /5^ линейную однородную подстановку 

величинъ (57), соответствующую обходу около точки х=со. 
Изъ формулъ (57) прямо видно, что преобразовавхе ^8^ та- 
ково: 

«: ?;=^^м 1,=^Ч, ?з=^?з, (78) 

гд-Ь 

I 2к% 

' Изъ формулъ (78) видно, что соответствующая коллинеацхя 
выразится такъ: 

5: т"^,=е'2?,, т7,=-а;г, т^з=^з- (80> 

Точки, инвархантныя относительно коллинеацш 5, определя- 
ются уравнен1ями: 

(г»^т)а:,=0, (г—^)х,=^0, (1-т)а;,=0. (81) 

Условхе совместности этихъ уравнен1й таково: 

(-:-1)(т~..)(т-г«)=0. (82) 
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Корнями уравнев1Я (82) служатъ: 

Равныхъ между ними н'&тъ. На осиоватпи сказаннаго въ § 3 
прошлой главы приходимъ къ заключенхю, что коллинеащя 5 
неперспективная. Она не можетъ оставлчть безъ перемтъны 
€олуье трехъ точекъ кривой Р. 

Проведемъ касательную къ кривой Р въточк^Ь^,. Наосно- 
ваши теоремы 1 можсмъ сказать, что эта касательная пересЬ- 
^етъ кривую Р въ одной определенной точк4, которая должна 
принадлежать къ числу точекъ перегиба (67) кривой Р, Пусть 
это будетъ точка А,. 

Касательная къ кривой Р въ точк4 А, пересЬчетъ кривую 
Т въ новой точкЬ перегиба кривой Р. Эта точка будетъ от- 
лична отъ А^ м А.,. 

Обозначимъ ее буквою А., . 

Проведемъ касательную къ кривой Р въ точк4 Д, . Она пе- 
ресЬчетъ кривую Р снова въ точк-Ь перегиба. 

Будемъ продолжать эти построен1я до тЬхъ поръ, поъ-а не 
встр-Ьтимъ касательную, проходящую черезъ А^ . 

Такая касательная непременно встретится потому, что раз- 
сужден1я можно повторить сколько угодно равъ, а число раз- 
личныхъ точекъ перегиба ограниченное: оно равно 24. 

Итакъ, мы получаемъ замкнутую ломанную лин1ю: 

А,А,А,...А,. (83) 

Все вершины ея лежатъ въ точкахъ перегиба кривой Р. 

Отрезокъ ея А^А^ есть касательная въ А^у отрезокъ А^А^ 
— касательная въ -4,, и т. д. 

Посмотримъ, какъ преобразуется ломанная (83) подъ вл1я- 
Я1емъ коллинеащи 5. 

Точка А, остается безъ перемены, касательная А^А^ и кри- 
вая Р преобразуются сами въ себя. Отсюда следуетъ, что 
точка А^ остается безъ перемены. 
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Въ такомъ случа'6 касательная А^А^ преобразуется сама въ 
себя, откуда сл^дуетъ, что точка ^., остается безъ перемены. 
И т. д, 

Однимъ словомъ мы видимъ, тго ВСЁ вершины многоуголь- 
ника (83) остаются безъ перемены подъ вл1ЯН1емъ коллпнеа- 
цш 5. 

Мы передъ этимъ видели, что число точекъ кривой Р, ин- 
вархантныхъ относительно 6^, не больше трехъ. 

Отсюда сл4дуетъ, что число вершинъ ломанной (83) равно 3. 

Е&сатсльная къ кривой Р въ точк^^ А^ нроходитъ черезъ Л, . 

Касательныя въ точкахъ у1,, А^^ А, образуютъ треуголь- 
никъ А^А^А^. 

Стороны -4,^3, А.А.^^ А^А, коллинеащей 5 преобразуются 
сами въ себя. Число прямыхъ, обладающихъ такимъ свойствомъ, 
не можетъ быть больше трехъ. Въ самомъ д'Ьл'Ь, точка пере- 
с1чен1Я двухъ прямыхъ, обладающихъ сказаннымъ свойствомъ, 
не м'Ьняется коллинеацгей /5*, а число точекъ инвархантпыхъ 
относительно 5 равно 3. 

Обращаясь къ формуламъ (80), видимъ, что каждая пзъ 
трех^К прямыхъ: 

а:,=0, а?5=0, я:.,=0 

коллинеащей /8^ преобразуется сама въ себя. 
Сл'Ьдовательно эти прямыя суть стороны: 

треугольника А^А.,А^. 

Координатный треугольпикъ есть треугольникъ А^ А^А.^ . 
(Черт. 5). 

Ось ж, = О касается кривой Р въ 
точки перегиба -4,; ось х.^^=^(^ касается 
кривой Ръъ точк* перегиба Л,, ось т^=^^ 
\?^*"° касается кривой В въ точк-Ь перегиба 

Л- 

Преобразуя коллинеащями группы 7^,,., 
точку А^, мы поочередно получимъ всЬ 
оста.1Ьныя точки группы (67). Поэчому 




Х2=0 
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въ групп-Ь Г", в к неирем-Ьино найдется коллинеац1я, преобразую- 
щая А^ въ А^. 

Обозвачимъ ее символомъ II. 

Коллинеащя 21 преобразуетъ треугольникъ А^А,А., въ но- 
вый треугольниБъ, вершины котораго лежать въ точкахъ пере- 
гиба кривой 2^, а стороны суть касательныя въ этихъ точкахъ . 
Одна изъ верпшнъ новаго треугольника есть А^ . Ясно, что 
новый треугольникъ не тииЬеть ни одной общей вершины съ 
прежниыъ. Пусть вершинами новаго треугольника служатъ 

Этотъ треугольникъ обладаетъ совершенно такими же свой- 
ствами, какъ ^,^2^3' 

Найдя коллинеащю группы 7^,^,, преобразующую А^ въ ^.., 
обнаружимъ существоваше третьяго треугольника -4^^^ Л,, обла- 
дающаго т^ми же свойствами, какъ А^А.2А^. И т. д. 

Ясно, что должно существовать всего 

треугольниковъ, построенныхъ такъ же, какъ А^А,А^. Каж- 
дые два таше треугольника не им'Ъютъ ни одной общей вер- 
шины. 

Этотъ результатъ можно формулировать такъ: 

Теорема 2. ВсЬ 24 точки перегиба кривой 2^^ распада- 
ются на восемь троекъ, обладающихъ слЬдующимъ свойствомъ: 
точки одной и той же тройки служатъ вершинами треуголь- 
ника, стороны котораго касаются кривой Г въ вершинахъ. 

Вернемся къ треугольнику А^А.,А^. 

По прежнему обозначимъ буквою V ту коллинеащю груп- 
пы Г^^^, которая преобразуетъ А^ въ А^. Эта коллинеащя 
должна преобразовывать касательную А^А., въ А.^А.,, а точку 
А, въ А^ . Если такъ, то та-же коллинеац1Я V должна пре- 
образовать касательную А.,А^ въ А.^А^^ а точку А^ въ А,. 

Такъ какъ треугольникъ А^А.^А.^ есть координатный тре- 
угольникъ, то видъ каллинеащи V долженъ быть сл*дующ1й: 



Офгеб Ьу ^з0051С 



— 200 — 

-x^=аx.^^ та;5=Ь.г,,тгГз— со;., (84) 

гд'Ь а, й, с суть н-Ькоторыя постоянныя величины конечный и 
отличныя отъ нуля. 

третья степень коллинеацш V не м'Ьняеть ни одной точки 
плоскости. Отсюда равенство: 

Г'=1. (85) 

Линейная однородная подстановка группы О,^^^ соотв'Ьтствую- 
щая Еоллинеащи V, такова: 

Г: ?,=«?5, ?4=Ь?и ?з=С9,. (86) 

Коллинеащя ]' преобразуетъ треугольникъ Л^А,А;^ въ него 
самого, перем^Ьщая его вершины въ круговомъ порядке. 

Т-Ьмъ же свойствомъ будетъ обладать коллинеащя: 



Г8\ к=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, (8 



4 > 



гд^Ь 5 опред'Ьляется формулами (80). 

Въ самомъ д^л'Ё, ко.11линеащя 5^' при всякомъ ц-бломъ 1: оста- 
вляегъ точки А^^ А.у А^ безъ перем-Ьны, а V перем-Ьщаеть 
ихъ въ круговомъ порядкЬ. 

Изъ формулъ (78) и (86) с.1'Ьдуетъ, что однородная подста- 
новка У8^ выразится такъ: 

Г5^-: ^,=аг*9.п Т^:=Ьг^Ч, Ъ=с^'Ч- (8^) 

<)пред]&литель этой подстановки равенъ аЪс, 
На основаши сказаннаго въ конц^ параграфа 7 этотъ опре- 
д'Ь1Итель равенъ единиц*: 

аЬс=\, (89) 

Отсюда сл-Ьдуеть, что при всякомъ к подстановка (88) — 
третьяго порядка. 

Величины а, Ь^ с занисятъ отъ числовыхъ значенШ коэффи- 
щентовъ а, 5, 7? входящихъ въ формулы (57). 
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Выбирая надлежащимъ образомъ а, ^, у? можно достичь того, 
чтобы одна и при томъ какая угодно изъ семи подстановокъ 
(88) приняла видь: 

Докажемъ это. 

Дадимъ временно величинам'ь а, /3, у какую нибудь произ- 
вольную, но определенную систему значенй а^, ^д, у^ п вне- 
семъ ихъ въ формулы (57). 

Выражешя, полученныя такимъ образомъ, обозначимъ буквами: 

?/, гЛ ?/• (91) 

Величины <Р(, 9^, 9з связаны съ величинами (91) соотно- 
шешями: 

?.= ^ ?. ', Ь= г\л Ъ=1 Ь"- (92) 

*0 Ре 1 

Подстановка V преобразуетъ функщи (91) сл4дующимъ обра- 
зомъ: 

?;^=До?з", ь=ь,с^г, ъ'=<^огЛ (93) 

гд^Ь а„, 6„, с„ су'гь величины впо.5н* опред4ленныя конечныя 
и отличныя отъ нуля. Он^^ удовлетворяютъ условш: 

«оЬпСо=1. ' (94) 

Изъ формулъ (93) п(92)сл'Ьдуетъ, что подстановку Т^ можно 
представить въ такомъ вид-б: 

» 

"о I Ро* 10,"' 



Сравнивъ между собою формулы (86) и (95), находимы 
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Внеся 9ТВ выражен1я въ формулы (88), находинъ: 

т ь= '-^^*9„ ?:= Щ ^%, Ь- #^'Ч . (97) 

*П 1 /о * I О Г 

Выберемъ ?, ,3, ^ такъ, чтобы 1Ш']&лн 1гЬсто равенства: 

^ ^^«Д» .*_1 ^*А .<*_! ХЗоС, .»*— 1 1ЧЯ\ 

Перемноживъ эти три равенства, получаемы 

что справедливо на осБоваЕ1и равенства (94). 

Поэтому одно изъ трехъ уравнешй (98) естьсл^Ьдствхе двухъ 
остальныхъ и можегь быть опущено. 

Опуская 'фотье изъ уравнешй (98), находимъ: 

..= 1^^с*а^ ^^=1^^.^^^^а. (99) 

Беличина а осталась произвольною. Этимъ произволомъ мы 
воспользуемся съ гЬмъ, чтобы удовлетворить наложенному выше 
условш (52) . Посл-Ь выбора а всЬ три величины а, /3, у югЬ- 
ютъ опредЪленныя числовыя значешя. 

Надо однако помнить, что показатель к въ формулахъ (99) 
совершенно произвольное ц^лое число. 

Это — посл'Ьдн1й произволъ. оставппйся при выборе системы 
функ-цШ Ф,, 0.5 ?:• Впосл'Ьдствш мы имъ тоже воспользуемся. 

Итакъ, д'Ьйствительно выбравъ падлежащпмъ образомъ функ- 
1ЦИ 9,> 9:? ?л можно любую изъ семи подстановокъ Т'^^^ при- 
вести къ виду: 

^'' ?1=?:п ?.=?п ?.=?.- (90) 

Соответствующая коллинеатия выразится такъ: 

17: тя?4=а?з, •^2=^'м ':^=л^.'. (1^0) 
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Она не должна м'Ьпять уравнешя: 

Цх,, X,, х,)=0. (65) 

Отсюда вытекаетъ 

Теорема 3. Уравиеше основной 1сривой: 

Р{х,, X,, х,)=^0 (65) 

не м-Ьняется отъ круговой зам'Ьны буквъ ж,, ж^, х... 

Пользуясь свойствами кривой (65), найдепнымп въ настоя- 
щемъ параграф'^, можно сд^Ьлать н']^сколько заключенШ *) о 
вн'Ёшнемъ вид^Ь уравнен1Я этой кривой. 

Беремъ уравнев1е кривой 4-го порядка въ самомъ общемъ 
вид-Ё: 

А, х^ *-^'А,х.^ ^-^А.,х., *-•- Д ж, %-^В.х. Ь-^-^-В,х^ \-^ 

-I- С, X^ 'х' , -Н С^ X., % -*- Су .Т., % ^- 

-^Е^х^^х^х^-^Е^х^'^х^х^ -^ Е^х/'х^х.^=^0, 

Мы видели, что ось х,=0 (}сть касательная къ кривой /^ 
въ точк'Ь перегиба 

./;,=0, Х,=^0. (77) 

Отсюда сл-Ьдуетъ, что при а:,=0'Л'Ьвая часть уравпон1я (101) 
должна приводиться ьъ виду: 

А.' {Ах.,^-^Вх ). " (10-2) 

Это возможно только при услов1Яхъ: 

А,=С=П,=0. (103) 

Так'ь какъ уравнеше (101) не должно м'Ьняться огъ круго- 
вой перестановки буквъ x^^ ./.,, х^, то рядомъ съ равепствами 
(103) Должны им'Ьть м'Ьсто равенства: 

*) Употребленный ниже 11р1емъ заимсгвованъ мною у К1€йна: Л^ог1е8ип- 
^€П иЪег (Не ТЬеопе г1ег еШриясЬеп. Мо(1и1Гит110пеп. Вй. I. Стр. 701. 



(101) 
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А,=А,=С,=а=П,=В=(). (104) 

У])авнеше (10.1) првшшаетъ видъ: 

В, X, %ч-В^х^ % -л-В^ ж, V, -♦- 

(105) 
-*-Е^ X, \ аг , н- Д, х^ *х., X, -*- Д х, "х, ж, =0 . 

Это травнен1е не должно 1г]&няться подъ вл1ятеиъ коллинеащи: 

5: ■:х,=г\, -х^-=1Х^, ■:г^=х\, (80) 

Выполнив^ преобразоваше (80), мы видпмъ, что оно въ томъ 
только случа-Ь оставить безъ изм-Ьнешя уравнеше (105), когда 
иы'Ьютъ м^сто равенства: 

Д=Е,=Д=0. (106) 

Уравнете (105) принимаегь видъ: 

В,х,' х,-^В,х,' х.-^В.х.'х.^О . (107) 

Оно не должно м']^няться подъ вл]ян1емъ круговой переста- 
новки буквъ а;,, я?,, х^. А это возможно только при условш: 

Д=В.;, В=В^\ (108) 

гд* 7 есть одинъ изъ трехъ корней уравнен1я: 

^'=1. (109) 

Уравнеше (107) кривой Р принимаегь видъ: 

x^ ^ х^-^зх, ' д^з-^У * ^3 ' ^1 =0 . (110) 

§ 10. Ви'ЬшиШ видъ урав1е|1М осювюМ системы верваго 
»иа. 

Изъ вн'Ьшняго вида уравнешя (110) сл'Ьдуетъ, что первич- 
ная форма Р{ 9п ?»» 9а) такова: 

Д?п Ь^ ?,)=?.'?* -*-У?2'?з-^У*?/?п (111) 
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ткк ^ есть одвнъ изъ трех-ь Еорней уравнев1а: 

7 '= 1 . (109) 

Бычвсливъ опред^^лигель Гессе для формы (111), находимъ: 

^(?., ?„ ?,)=5?.*?,*?,*-Л?.?/-*-?,?И-^?,?.'').' (112) 
Для вычяслев1я формы 

МЫ воспользуемся весьма просгамъ в изящнымъ способомъ^ 
пред.1ожевнымъ Клейномъ *) . 
Бозьмемъ вырахев1е: 

д'Р д*Р д'Р дЛ 



(113) 



гЪ,^ ' д^дь' ^Ь^Ь- 


'(^?, 


д'Р д^Ж д'Р 


дН 


<^?.<^?,' <^?,* ' ^?.<>?. 


'^^. 


д'Ъ' д'Р д'Ж 


дН 


()9.0'у, ' (?9Лз ' дь' 


'дь 


дН дЫ дН 


/V 


до, ' до, '■ до. 


1 



гд4 буквы Р и Н обозначаютъ формы (111) и (112). 

Способомъ обычЕымъ въ теор1и формъ уб]&гдаемся въ томъ^ 
что выражеше (ИЗ) есть ковархавтъ формы (111)**). 

На основанш теоремы 4 параграфа 3 отд-Ёла I можемъ ска- 
зать, что форма (113) есть или первичная форма или произве- 
дете первичвыхъ формъ. 



*) См. КШп. Уог1е8. иЬег &\е ТЬеог1е йьт еШр1. Мо(1и1Гш1сиопеп. В<1.1. 
Стр. 733. 

♦♦) См. Оогёап. 11еЪег с1аз уоПе Гогтеп8у81ет с1ег 1егпйгеп Ъ^^иад^а1^ 
всЬеп Гогт: 

/'=x^ ' х^ -ьо; 2 ' х.^ -на?з ' х^ . 

Ма1Ьет. А1ша]еи Вс[. ХУП. Стр. 217. 
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Первичпыя фориы не равиыя нулю въ разсматрнваемомъ 
сзуча* - только четырехъ видовъ: 

гд'Ь к отлично отъ О, — 1 и ее . 

Степени этихъ первичныхъ формъ таковы: 

6. 14, 21, 42 

Степень формы (113) равна 14. 

Следовательно, если форма (ИЗ) не есть тождественный 
нуль, то она должна равняться Д^р,, 92? ?1^' 
Выполнивъ вычислен1я, находимы 

— 34?, ?,ф,(^'<р/'?,-*-^?,''^?, -*-?/'?.)— 
— 250 ЪЪЪ^^Ъ' Ь'^Ь' Ъ'-^з' Ъ' Ъ')-^ 
-*-375 9. ' 9.' ?з' (9, ' ^г'-^з'ь'^'-^ЗЬ' ?.') ■ 

— 126 9.' 9.4. '(^'9|'?/-»-^?-2' ?.*-^?з '?«')• 
Совершая надъ этою формою подстановку: 

^'- 9^=?з»"?2=9п 7з=9.. 



(114) 



(90) 



зам'Ьтимъ, что подъ вл1ЯН1смъ подстановки V форма (114) не- 
прем^нпо изм^нитъ свою величину, если ./ отлично отъ еди- 
ницы. 

Обращаясь къ формуламъ (53), мы видимъ, что форма Т есть 
ращопальная функц1я перем^ннаго х. Она не можетъ меняться 
пи при какихъ сомкнутыхъ обходахъ на плоскости перем^^н* 
наго X. Следовательно, ни одна изъ подстанововъ группы 
0(^я °в должна изм'Ьнять выражешя формы (114). 

Сравнивъ это заключеше съ только что сказаннымъ отно- 
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скгельно подстановки 11, находинъ, что величина ] въ фор- 
муле (114) равна единице: 

Вносинъ эту величину въ формулы (111), (112), (114): 

Щп ?,. ?Л=?.'?г-»-?2 '?,-*- ?>'?.. (115) 

Д?.. ?» ?.) = 5?.'?.*?:.*-(?. ?.'-^9.?:.'-^?. ?/)> (116) 

-:з4?.?,9,(?. '" ?.-»-?.'"?,-»-?."' ?.)- 

— 250 9, ?,?,(?, " Ъ '-*- ?е * ?. '■*■ Ь " ?« 'К 
-Н375 ?,'<?,* 9,М?/'?.'-^?.''?:,'-*-?,Ч|*)-^ 

- 126 ?. '?,Ч/(?. '?»*-»-?.'?.*-»- ?/?.')• 

Для нахожден1я ковар1анта 7(о,, 9: ;?з) 1™ опять вос- 
пользуемся прхемомъ, предложеннныъ Елейномъ. 
Составимъ определитель Якоби: 

I ^ дН дТ I 



(117) 



(118) 



дР дН дТ 

^Л д^ дТ_ 

<)<?, ' до, ' (?9, 

Это выражеше есть ковар1антъ 21-ой степени форин 

Прик^няя такое-же разсуждеше какъ и и въ прошлокъ слу- 
чае находимъ, что если выражеше (118) не есть тождествен- 
ный нуль, то оно должно равняться «7(9,, 9г' ?>)■ 

Произведя вычислен1Я, находимъ: 
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-^217 ?.?,?.(9. "?/-.- 9, '"9. '-«-?."?•/) - 
■ 308 9.* 9.' ?з '(?."?,*-?.'' ?/н- ?."?.*) - 

- 57(9. "9, '-^-?.*Ч/-*- ?,'*?.')- 

- 289 (9/Ч/-*-?. " ?. 'н-9. " ?, ') -^ 
4018 9/ ?.'?/(?.'"?.'-*-?. '"?.'-^?. '"?.') -+- 
-*-637 9.'?.'?з'(?.'?/-^?,"?,'-ь9/ ?.')'-*- 



1638 9.?*?Л?. 



^ 10, 



-?.'"?з"- 



-?=.'"?/) 



- 6279 9. ' ?Г ?. '(?. ■' ?з "-^Ь * Ъ '-ь?, " ?/) -^- 

-+- 7007 9. "^ ?.' Ь\Ъ ' ?.-^-?*' ?.-^?з ' ?=) - 

- 10010 9.*?.*?/(?.'?, *-ь9,'?з*+?а'?.0-»- 



3432 



?.'?»' ?з 



(119) 



Изъ уравнешй (5) сл']^дует-ь, что между форнани Н, Т, «7 
должно существовать соотношев1е вида: 

с„ТЧ9., ?., ?,)-Я'(9., 9« Ь)=''■^^'{Ь^ ?« ?.)• (120) 

Для нахождсшя числовыхъ величинъ с, и с, выбираемъ ка- 
К1Я ввбудь цвЬ системи зяачешй 9|> <р1> ?1 удовлетворяющихъ 
уравнешю: 

?.'?.' ?,'?>-«-?,'?.=0- (121) 

Всего лучше взять так1я дв'Ь системы значев1й: 
1) 



9,=0, 95=^> 95=°Р<'из*о-*ь^ой велич. (Г22) 



2) 



2« 41Г» 



(123) 



Вставивъ въ равенство (120) поочередно величины (122) и 
(123), найдемъ два уравнев1я первой степевв относительно 
с„ я с,. Р^шивъ их-ь, находимъ: 

1 



с«=с.= 



1728 ■ 



(124) 
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Равенство (120) принимаетъ видъ: 

У'('-,, Ь, ?з)-ь-1728ЯЧ?п ?„ ?,)=^^?о?,,?з).*) (125) 

Равенства (124) и (115) позволяютъ намъ написать урав- 
всБШ основной системы въ окончательномъ видф: 

Т=(^, Щ) : ^* ('^, «^) :— 1Т28Я: [Щ, и,)=х : (а;— 1):1, (126) 



при чомъ выражеБ1я 

найдутся изъ формулъ (116), 
1117), (119) заменою буквъ 
?,» 925 ?з ч^резъ и,, «.., 1. 

Таковъ окончательный видъ 
уравнешй основной системы 
лерваго типа. 

Видъ действительной в-Ьтви 
кривой (127) пли, что то же: 



(127) 




Черт. 6. 



х^ ^ х^ч-х^ • л;,-+-Хз ' х^ 8=^0 



(128) 



^) Горданъ впервые нашелъ 8то соотношен1е въ бох^е полной форм^^: 



-25б1^Р"Г— 128.469 *« 1"^ Я^-ь 43М2г^Г*Н^- 2048 **1^» Я, 



(а) 



п'Ь I ПО обозваченш Гордана есть некоторый пнвар1анть формы четверо 
той стеиеня. 

Величина его для формы: 

равна единиц']^/ 

Когда аргументы ^^, ?г^^ ?^ формъ, вход}1щихъ въ формулу (а), обращаютъ 
въ вуль выражение -^[у,, ?8, т».), то тождество (а), обращается въ равенство: 

7'=ТЗ-н 1728Я% (125') 

приведенное выше. 

См1 Оогйап^ ЦеЬег ё1е 1ур18сЬе ВагБ(е11ип$ (1ег (егп&геп Ъ1чаа<1га115с11еп 
Гогт х^^ х^-^х^^ х^-^ х^^ Ху. Ма1Ь. Апп. Вс1. XVII. Стр. 371. 

14 
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быдъ указанъ Клейномъ *). Эта кривая приведена на 

черт. 6. 

Свойства кривой (128) подробно изсл'Ьдованы Гаскеллемъ **)• 
На нихъ кы дол^^е не останавливаемся потому, что для насъ 

они им']Ьютъ второстепенное значеше. 



Мы вид'&ли, что при недлежащемъ выбор]^ числовыхъ вели- 
чинъ а, ^, у въ форкулахъ (57), уравнешя основной системи 
приводятся къ виду (126) и (127). 

Посмотрим'ь теперь, каковы эти числовыя величины а, ^, у. 

Внесемъ выражен1я (57) въ формулы (115), (116), (121), 
(119) и расположимъ полученные такимъ образомъ ряды по 
убывающимъ степенямъ перем^ннаго х: 






(129) 



Внесемъ выражен1я (129) въ л']^выя части равенствъ (121) 
и (53), разложимъ правыя части этихъ равенствъ по убываю- 
щимъ степенямъ х и произведемъ сравнете коэффищентовъ 
при одинаковыхъ стопеняхъ въ об'Ьихъ частяхъ каждаго изъ 
четырехъ равенствъ. Въ результате находимъ: 

;:»у^^.»а=0, -^^^=1, Т"*=4-, т''=4- (130) 



*) К1ет. 11еЬег (Не Тгап8Согта11оп 81еЬеп1ег Ог(1пап^ (1ег еШрИзсЬеа 
Рипсиопеп. Ма1Ь. Апп. В(1 XIV. Стр. 470. 
**) НазЫИ ПвЬег (Не гиг Сигуе 

1т рго^есиVеп 31ппе §;е11бгеп(1е теНгСаске (ТеЪегйескап^; <1ег ЁЬепе. ВаШ- 
тоге 1890. 
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= Отсюда на основаши равенствъ (124) находнмъ: 

Г= ^=1;/^728^'->у/-Ж '=,^, ;'=-г.- (131) 

§ 11. Геометр1ческ1я 11редетдвле|1я *). 

Вообразимъ себЬ правильную Риманову поверхность Э\,^,. 
Винтоэыя точки ея лсжатъ на д-Ьйствительной оси при а;=0,1,со . 
РазрЬжемъ всЬ 168 листовъ по д-Ьйствптельной оси. Поверх- 
ность 9?,,, распадется на 2.168 отд'Ьльныхъ полу-плоскостей. 
Эти по.1уплоскости между собою нич'Ьмъ не связаны, такъ какъ 
внутри нихъ винтовыхъ точекъ н'Ьтъ. Теор1я функщй даеть 
возможность отобразить каждую полуплоскость въ вид'Ь неко- 
торой конечной области на вспомогательной плоскости. Видъ 
этой области зависитъ отъ свойствъ отображающей функщй. 
Для нашей ц'Ьли всего лучше воспользоваться функщею Шварца: 



( ;^ 7" ' 7 ' ^ ) 



♦зН 



) 



Эта фупкщя отображаетъ каждую полуплоскость въ видЬ 
треугольника, ограниченнаго дугами круговъ. Вершины тре- 
угольника служатъ отображен1ями точекъ О, ос, 1 . Углы при 

этихъ вершинахъ равны 5" ' «Г ' ^ 

Каждой изъ 2.168 полуплоскостей соотв-Ьтствуегь свойтре- 
угольникъ на плоскосхи перем'Ьннаго $. Треугольники отобра- 
жающ1е 168 нижнихъ полуплоскостей мы покроемъ черной 
краской, а треугольники, отображающхе 168 верхнихъ полу- 
ллоскостей, оставимъ б'Ёлыми Дв'Ь полуплоскости, служащ1я на 
поверхности Э\,^;, непосредственвымъ продолжен1емъ другь дру^а^ 
отобразятся въ вид* двухъ смежныхъ треугольниковъ. Одинъ 



') Эг11 геометрическхя 11редставлев1Я принадлежать Илейиу. 
••) Зскгсагг. Ое-атте11в Мя^ЬетаНасЬе АЬЬапсИапзеп. 1'(1. II. Стр. 222. 
К1ет. Уог1е?. иЬег (Не ТЬеопе (1ег еШр1. Мо(1и1Гипсиопеа. В(1 I. Стр.99. 
Лахтииъ. Алгебраическ1я уравнен1я, разр']&ши11ыя въ гппергеомстрич<> 
-СБЯхъ фувкщяхъ. Магеи. Сборн. Томъ XVI, вып. 4, стр. 7(^5. 

14* 
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Бзъ нихъ б-Ьлаго цв4та, а другой- чернаго. Они служатьвер- 
кальнымъ отображен1емъ другъ друга относительно общей сто- 
роны. Вм'Ьст'Ь они составятъ четыреугольвикъ, служапцй ото- 
бражешемъ ц^^лаго листа поверхности Э{|,„. Число такихъ 
четыреугольниковъ равно 168. 

Во^ 168 четыреугольниковъ составятъ сЬть, поь'рывающу1а 
сплошь и при томъ только однажды н'^Боторую конечную пло- 
щадь. 

Эту сЬть мы будемъ обозначать буквою Р^,.^. 
^ С-Ьть Р^^^ изображена на черт. I въ конц'Ь работы. Она 
им^^^етъ видъ четырнадцатиугольника, ограниченнаго дугами кру- 
говъ. Т* точки с'Ьти Р,^^, гд* треугольники сходятся углам» 

въ ^ , служатъ о тображен1ями точки х = 0; т-Ь точки с4ти^ 

гд'Ь треугольники сходятся углами въ ~, служатъ отображешяма 
точки я:=сс; наконсцъ т* точки сЬти 2'^,,„, гд'Ь треугольника 
сходятся углами въ |^, служатъ отображешями точки а?=1 . 

Вся сЬть 2^,,,, есть отображеше поверхности Э\,с8- Каждо* 
точк* поверхности 3\,^.„ соотв1^тствуетъ единственная точка 
площади -Р,,;8, и обратно. 

Можегъ однако возникнуть вопросъ: ьакимъ же образомъ 
поверхность 3\,^^ рода 3 отображается взаимно-однозначно въ 
односвязную площадь Р^,,^? 

Всякую замкнутую Рпманову поверхность рода 3 можна 
превратить въ односвязную, проведя на ней надлежащимъ обра- 
зомъ 6 сЬчешй. 

Вообразимъ себ* листы Римановой поверхность сд-бланнымн 
и:^.ъ эластичнаго (растяжимаго и сжимаемаго) матер1ала. 

Мы можемъ, сд'Ьлавъ указанный 6 с']^чен]й, деформировать 
поверхность безъ складокъ и разрывовъ, и привести ее та- 
кимъ способомъ къ виду односвязнаго плоскаго многоуголь- 
ника. Каждой точкк данной Римановой поверхности соотв'Ьт» 
ствуетъ единственная точка этого многоугольника и обратно. 
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Четырнадцати- угольникъ, изображенные^ на черт. I, им'Ьетъ 
именно такое значеше для поверхности 9x1^^. 

Разсмотримъ какое нибудь изъ 6 сЬчетй, проводимыхъ на 
аоверхности $К|й«. 

Дв'Ь точки, лежащ1я другъ противъ друга на двухъ берегахъ 
€']^чен1я, безконечно близки нежду собою. Когда мы деформи- 
руемъ поверхность и придадимъ е)! видь многоугольника, то дьа 
<5ерега одного и того же С'Ьчен{я разойдутся между собою и 
сд'Ьлаюгся сторонами многоугольника, удаленными другъ отъ 
друга на конечное разстоян1е. 

Тагая дв']^ стороны мы назовемъ эквивалентными между со- 
того. 0н4 служатъ отображешями двухъ противоположныхъ бе- 
реговъ одного и того же с*чен1я. • 

Точки, лежавшая на этихъ берегахъ другъ противъ друга, 
^удутъ соответственными точками двухъ эквивалентныхъ сто- 
ронъ многоугольника. Ихъ мы будемъ называть эквивалент^ 
ными точками. 

Итакъ, стороны четырнадцатиугольника на черт. I суть ото- 
<;ражен1я бсреговъ сЬченШ поверхности 9\<в11- Эти стороны 
попарно эквивалентны. Вершины многоугольника могутъ ока- 
заться между собою эквивалентными по 3, по 4, по 5 и т. д., 
€сли въ соответствующей точкЬ поверхности сходилось по не- 
скольку сечешй вместе. (На черт. 7 изобра- 
жена точка поверхности Рнмана, где два се* 
-чен1я пересекаются. Такая точка отобразится 
въ виде четырехъ эквивалентныхъ между со- 
бою вершинъ многоугольника 2^,цн). 

Будемъ по прежнему представлять себе 
плоскость 14-угольника на черт. I сделанною ч т 7 

пзъ эластичнаго матер1ала. 

Вырежемъ 14-угольникъ изъ его плоскости, станемъ дефор- 
мировать его въ пространств)ь, выгибая его шющадь, местами 
вытягивая, местами сжимая, но безъ складокъ и разрывовъ. 

Помощью такой деформащп, мы можемъ свести вместе экви- 
валентный стороны и вершины многоульвика такъ, чтобы они 
совпали. Склеивъ снова между собою соединивппяся эквива- 
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дкентныя стороны, мы получомъ некоторую замкнутую - одно- 
листую поверхность въ пространств*. Мы обозначимъ ое бук- 
вой) 5,вя- 

Поверхность 5||;8 отображается взаимно -однозначно на Ри- 
манову поверхность 9?,^^. Поэтому родъ об^ихъ поверхностей 
одинаковъ: опъ равенъ 8 Поверхность .^^д, покрыта с4тьювъ 
2;168 криволинейныхъ треугольниковъ, расположенныхъ такъ- 
же, какъ и въ с*Ьти 2^,к8 • Разница только въ томъ, что с4ть Р^,^ 
ванимаетъ часть плоскости на черг. I, а с*ть >5,,., покрываегь 
всю кривую поверхность*). 

Три различныхъ геометрическвхъ представления: Риманова 
многолистая поверхность Э1|в8, плосйй многоугольникъ 1%^^ и 
однолистая кривав поверхность ^*,,,, совершенно равносильны. 

Каждое изъ этихъ представлен1й им'Ьетъ свои преимущества 
и недостатки. Поэтому мы будемъ пользоваться всЬми тремя 
способами, смотря но тому, который изъ нихъ удобн'Ье въ 
данномъ случа'Ь. 

Прибавимъ ещ^ одно зам'Ьчан]е по поводу многоугольни1:а1^|цц. 

Всякая ЛИН1Я, лежащая всЬми своими точками внутри Т^,^.» ^ 
упирающаяся концами въ соотв'Ьтственныя точки двухъ эквв- 
валентеыхъ сторонъ,— должна быть разсматриваема, катсъ ли- 
шя сомкнутая. На поверхностяхъ %,-^ и 5и;н ей соотв'Ьт- 

СТВуЮТЪ СОМКНутЫЯ ЛИН1И. 

§ 12. Свойства подгтаювокъ группы О^,.^. 

Еривая (126) пересЬкаегъ основную кривую (127) въ 164 
точкахъ, составляющихъ группу Р,^^ ^. 

Каждой точк* группы Р^^я^, соотв-Ьтствуехъ одна опред^Ь- 
ленная точка на поверхности Эг^^»,. Вс4мъ 168 точкамъ груп- 
пы Р^^ц^^ будутъ соответствовать на поверхности ?)\,,ц снова 
168 точекъ, лежащихъ на рпэлтныосъ листахъ. 



*) Въ прежвей рабогк „Алгебраическ1я ура9нен1я, разр-Ьшимыл въ ги- 
пергеометрическихъ фувкшяхъ" намъ уже приходилось им*ть д-Ьдо съ та- 
кпии геометрпческими представлениями. Родъ поверхности :)1 .у равнялся пулю. 
Поэтому поверхность ?<л'была сферою, покрытою сЬтью сферическим, тре- 
угольвиковъ 
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Поэтому каждой точк* группы Р|в8,.г соотвЬтствуетъ одинъ 
опред^ленныЁ листъ поверхности 91^ ^к, а также одивъ опред']^- 
ленный четыреугольБикъ с4ти 1^]^^ или 5^^^. 

Координаты точекъ Р^^^^^. связаны между собою формулами 
коллинеащй группы Ц^^. Поэтому каждому четыреугольнику 
сЬти ^',в^ или5,дв соотв-Ьтствуеть однаколлинеагцягруппы /)«, 

Вс* четыреугольники сЬти 2^, ^8, а также и сЬти 5,^, со- 
вершенно равноправны. Поэтому мы можемъ положить, что 
Е0Х1инеац1Я единица еоотв^^тствуетъ произвольно выбранному 
четыреугольнику сЬти Р^,,^. 

Мы выберемъ тотъ четыреугольникъ, который на черт. I ле- 
житъ близъ центра фигуры и обозиаченъ буквами: .4, ВСД . 

Каждому четыреугольнику б у деть соотв-Ьтствовать одна опре-- 
деленная коллинеащя группы Г^,,^, Формула каждой изъ этихъ 
коллинеащй написана на соохв'Ьтствующемъ четыреугольники 
чертежа I. Займемся составлешемъ этихъ формулъ. 

Условимся для краткости обозначать каждый четыреугольникъ 
тою же формулой, которая на немъ написана. 

Для общности разсужден1й представимъ отдельно на черт. 8 
несколько четыреугольниковъ сЬти Р,^^. 
Пусть коллинеац1я, соответствующая 
одному изъ этихъ четыреугольниковъ 
есть Ж Возьмемъ внутри этого четы- 
реугольника произвольную точку 5,^.. Ей 
будетъ соответствовать въ четыреуголь- 
ниъ-е 1 вполне определенная точка, ко- 
торую мы обозначимъ буквою 5, . При 
измененш X обе точки 5, и 8,,, движут- 
ся, оставаясь соответственными. Если ^^ у 
точка X соверши'гъ какой-нибудь сом- 
кнутый обходъ 1), заключаюпцй внутри себя критичесыя точ- 
ки, то 5, и 6",^, вообще говоря, не вернутся въ первоначаль- 
ныя иоложен1я, а придутъ въ новые четыреугольники, оста- 
ваясь между собою соответственными. 
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Пусть точка 8^ послЪ обхода О пришла въ четьфеугольникъ^! 
и заняла полоасеа1е б^:- ^'ь такохъ случа'Ь иы скажемъ, что 
обходу С1 соотв^тствуетъ коллинеац1я 11. 

Обозначимъ положен1е точки $„. посл-Ь обхода П буквою 8^^; 
пусть она находится въ четыреугольник* IV' , 

Точки 5^ и 8,^ все время были между собою связаны колли- 
неащею Ж. Тою же коллинеащею должны быть связаны $^ в 
^^' , т. е. должно им-Ьть м4сто символическое равенство: 

РГ'= ТГ2. (132) 

Этотъ результатъ можно выразить въ вщ^ теоремы. 

Теорема 1. Если посл'Ь обхода И четыреугольникъ 1 
преобразуется въ 2, то всягай четыреугольникъ сЬти преобра- 
зуется въ новый, формула котораго получается изъ формулы 
прежняго четыреугольника черезъ символическое умножен1е 
этой формулы изнутри (т. е. съ правой стороны) на 2. 

Так^овъ геометричесшй смыслъ внутренняго умножен1я фор- 
мулъ коллвнеащй. 

Обходу около точки х=оо соотв4тствуетъ, какъ мы вид-Ьли 
выше, коллннеащя: 

5: •:x^=^%^ тя?,= сх,, -х^=^х^, (78) 

гд* 

^' (79) 

При обходе около точки х= ее въ прямомъ направлеши 
точка 5, четыреугольника 1 выходитъ • изъ этого четыреуголь • 
пика черезъ сторону Л, Б и вступаетъ въ смежный четыре- 
угольникъ, который поэтому обозначенъ на черт. I буквою /9. 

Обходу около точки а;= со въ обратномъ направлеши со- 
отв^тствуетъ коллннеащя, обратная 5: 

Посл^^ такого обхода точка 8, выйдетъ изъ четыреугольника 
1 черезъ границу А^В^ и вступить въ смежный четыреуголь- 
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Нйкъ, который поэтому на черт. I обозначенъ формулою /8'\ 
Обходу около точки а;=1 соотв^тствустъ н^Ькоторая коллипр- 
ацкЗ"^ формулы которой мы найдемъ ниже. 

При обход* около точки а?=1 точка .ч, четыреугольника I 
выйдегъ черезъ границу ВЬ^ и вступитъ въ смежный четыре- 
угольникъ, который поэтому на черт. I обозначенъ буквою ;Т. 
Четыреугольникъ 1, какъ мы видимъ, окруженъ тремя смеж- 
ными четыреугольниками: 

в,в^*,ГТ. (133) 

Обратимся снова къ черт. 8. Четыреугольникъ РГ связанъ 
съ четыреугольникомъ 1 коллинеащею Ж. 

Поел* обхода около точки :г=^сх> точка §,,. выйдеаъ изъ че- 
тыреугольника Ж черезъ сторону А^В и вступить въ смеж- 
ный четыреугольникъ. Его формула на основан1и теоремы 1 
<5удетъ такова: 

На такомъ же основаши можемъ сказать, что формулы 
остальныхъ четыреуголъниковъ, смежныхъ съ Щ должны быть 
таковы: 

ьакъ и показано на черт. 8. 

Отсюда 

Теорема 2 *). Для составлен1я формулъ четыреугольпр- 
ковъ смежныхъ съ даннымъ, сл'Ьдуетъ умножить изнутри фор- 
мулу даннаго четыреугольника на: , 

^, 5^ ГТ. (133) 

Применяя эту теорему, можно постепенно получихъ всЬ 
формулы, наиисанныя на черт. I. Формула всякаго четыре- 
угольника сЬти 1\^^ можетъ быть составлена изъ 5 и у". 
Отсюда 



*; Такою-же теоремой намъ уже приходилось пользоваться въ прежнее 
работе. См. Лахтинь. Алгебр, уравн., разрешим, въ гппергеометр. фуякц. 
Мат. Ск5орн. томъ XVI, вып. 4, стр. 730. 
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Теорема 3, Группа Г,,,^ можетъ быть составлена изъ 
двухъ коллинеащй: 5 и .Т* При этомъ коллинеащя 5седьмаго 
порядка, а .Т— втораго порядка 

Разсмогримъ обходъ, окружающШ сразу о(Л критическ1я 
точки: со и -1-1 . 

Онъ равносиленъ двумъ обходамъ въ прямомъ направлеши: 
1) около точки х=^^ и 2) около точки .г=^-1- 1. 

Такому обходу на основаши теоремы 1 соотв-Ьтствуетькол- 
линеац1я 8^. 

Съ другой стороны, тогъ же обходъ можно разсматривать 
какъ обходъ точкп х=а въ обратномъ направлеши. 

Итакъ, обходу около точки а;=0 въ обратномъ направлен1и 
соотв'Ьтствуетъ коллинеащя 8^. 

Для того, чтобы законъ составленхя формулъ на черт. I сд'Ь- 
лать возможно бол'Ье нагляднымъ, около узловыхъ точекъ сЬти 
поставлены стр'Ьлки. 

Тамъ, гдй треугольники сходятся углами въ ^', стрЬлки на- 
правлены въ сторону, обратную • движен1ю стрелки часовъ. 

Вокруп» такой точки расположено 7 чегыреугольниковъ. 
Умноживъ изнутри на 5^ формулу любого изъ этихъ четыре- 
угольниковъ, получаемъ формулу четыреугольника, стоящаго 
передъ нимъ по направлен1ю стр'Ьлки. 

Тамъ, гд-Ь треугольники сходятся углами въ ^ , стрелки па- 
правлены въ сторону движенхя часовой стр']^лки. Вокругъ такой 
точки расположено :^ четыреугольника. Умноживъ изнутри на 
5гГ формулу любаго изъ этихъ четыреугольниковъ, получаемъ 
формулу четыреугольника, стоящаго передъ нимъ по направле- 
шю стрелки. 

Отсюда между прочимъ слЬдуетъ, что коллинеащя &';Т — 
третьяго порядка: 

8-Т8-Х8гГ=1. (134) 

Коллинеащя обратная 5.Т равна ^Т8\ Она соотв-Ьтствус!^ 
обходу въ прямомъ направленш около точки х=0 и должна 
быть того же порядка, какъ и 5гГ: 
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-Х8"гГ8'-Т8'^1. (135) 

Умнолшвъ об4 части равенства (134) какъ изнутри, гакъ и 
снаружи на гГ, находимъ: 

гГ87Г8гГ8Г'=гГГ 

Такъ какъ коллинеащя гГ — втораго порядка, то послЬднее 
равенство принимаетъ видъ: 

гГ5;Т5гТ&=1. (136> 

Следовательно кодл11неац1Я гГ 5— третьяго порядка. 
Обратная ей колливеац1я 5 "^ должна быть того же иоряд1сау 
какъ и гГ& 

8'гГ8':Т8'Х=1. (137) 

• 

Обойдемъ контуръ фигуры на черт. I въ прямомъ нап1)авле- 
ши, т. е. въ направленш стр^локъ, поставленныхъ вдоль сто- 
ронъ 14-угольника 1^,в,. Перенумеруемъ при эгомъ стороны 
по-порядку, начиная отъ любой изъ нихъ. Каждую сторону 
будемъ представлять себ* направленною въ сторону рядомъ 
съ ней стоящей стрелки. 

Отм'Ьтимъ точку Р^ на сторон* 1ой. На сторон* 1-ой н^тъ 
другой узловой точки сЬтп, расположенной точно таь-ъ-же, 
какъ Р^ . 

На всякой сторон* 14 - угольника есть только одна точка 
расположенная такъ же, какъ Р^ . 

ПрОВедеМЪ отъ точки Р, ломанную л ИН1ЮР, ^^ Р, ^^Р^ ^^ Р^ ^^ Р^ 

и будемъ ее считать направленною отъ Р, къ Р, . Первый изъ 
отр'Ьзковъ ея: Р^^^ составляетъ съ направденхемъ стороны !-ой 

уголъ равный -я- . 

Отъ стороны 1-ой нельзя провести другой ломанной лиши, 
составленной пзъ сторопъ треугольниковъ сЬти и расположен- 
ной такъ же, какъ Р^^^Р,^^Р^^^Р^^^Р^. 

Отъ каждой нечетной стороны 14-угольиика можно провести 
Ьну'фь 14-угольника единственную ломанную, расположопную 
такъ же, какъ РАРЛРЛ^'ЛРь- 
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Отъ четной стороны нельзя провести ни одной такой ло- 
манной *). 

Чпсло вс'Ьхъ ломанныхъ, пол^оСеыхъ Р^^^Р^^^Р^^^Р^^^Р^ 
на черг. I равно 7. Он']^ соединяютъ попарно стороны 14 -уголь- 
ника. Каждая изъ этихъ ломанныхъ начинается у нечетной 
стороны и кончается у четной. 
. О тм'Ьтимъ на лиши Р^ ^^ точку а„ безконечно близкую къ Р^ . 

Т(»чкЬ Р^ соотв-Ьтствуеть на плоскости нерем'Ьннаго х точка 
а;=0, точкамъ лиши Р^ ^^ соотв-Ьтствують точки отрока дей- 
ствительной оси отъ о до -I - 1 на плоскости перем'Ьннаго х. 

Точк* а^ будетъ соотв-Ьтствовать точка а действительной 
оси, лежащая безконечно близко къ а;=0междуа7 — О и д;=1. 

Разсмотримъ сл^дующШ сложный обходъ: 

1) Точка Л' выхо;^итъ изъ а, идетъ вправо въ нижней полу- 
плоскости безконечно близко къ действительной оси, обходить 
точку "*- 1 по без конечно-малому кругу, идетъ вл^во вдоль 

' действительной оси и приходитъ въ ; 

2) выйдя изъ а, точка х обходить точку я; = О по безко- 
нечно-малому кругу въ прямомъ направленш и снова возвра- 
щается въ а; 

3) выйдя изъ а, точка х совершаетъ тота же путь, какъ и 
въ начале: она идегь вправо вдоль действительной оси, обхо- 
дитъ точку а: = 1 по безконечно -малому кругу, идетъ вдоль 
действительной оси влево и возвращается въ а; 

4) выйдя изъ а точка х обходитъ точку х==-0 по бозкопечно- 

малому кругу въ обратномъ направлен1И и возвращается въ ?. 

....^^ Этотъ сложный обходъ обоз- 

/ ^^^...■..:^.,...;^гг..^^-;^*с.,, . >. начимъ буквою 12 . Онъ изобра- 

^^^^ }кенъ схематически на чертеже 

'*^" 9 , На основанш теоремы 1 мо- 

Черт. 9 жемъ сказать, что коллинеац1я 

21, соответсгвующая обходу 12,такова; 

•) Напр. ломанная Л^ЛЛ^в^я^з^»^!^! составить съ наираллешехъ 
сюроны г>-ой уголъ, равный ^ ане ^^,к;и1^ьлоилЕЕV^яР^^^I\^.,Р^^^Р^^^Р^ 
съ напраЕ1еп1е1гь стороны 1-ой. 
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2=Т.гГ5\гТ.5,Т-5'\Т.ЧгТ. (136) 

Иосл'Ь каждаго изъ четырехъ указанныхъ Еыше обходовъ, 
составдяющихъ О, точка гг„ преобразуется: посл'^ перваго изъ 
нихъ она приходить въ а^, посл'Ь втораго — въ а,, посл-Ь 
третьяго— въ а.^ , посл4 четвертаго въ а^ . Сл-Ьдовательно посл4 
обхода 11 точка а., приходитъ въ а« . 

Повторяя обходъ 1^, преобразуемъ а^ въ а, . Совершивъ об- 
хт)дъ II еще разъ, преобразуемъ а, въ а, . Наконецъ, когда 
мы совершимъ обходъ О въ четвертый разъ, то а. должна 
придти въ точку а., которая относительно стороны 6-ой или, 
что то же, относительно эквивалентной ей стороны, располо- 
жена такъ же, какъ а„ относительно стороны 1-ой. 

Обозначимъ сложный обходъ, состоящ1й изъ обхода 1>, по- 
втореннаго 4 раза подъ-рядъ, черезъ О*. 

Обходъ О* преобразуетъ а„ въ новую точку, расположенную 
относительно стороны, эквивалентной сторон*]^ 6-ой, совершенно 
такъ же, какъ точка ^/^ расположена относительно стороны 1-ой. 

Обходу П* соотв'Ьтствустъ коллинеащя 2*. 

Возможны два случая: 

1) Сторона, эквивалентная сторон* 6-ой есть сторона 1-ая. 

2) Сторона, эквивалентная 6-ой отлична отъ первой. 
Если им^ётъ м-Ьсто 1-ый случай, то коллинеащя X* равна 

единице: 

2 = 1; (139) 

лишя Р^^,Р.^^,Р ^^Р^^^Р^ на поверхности ^кгч предста- 
вляется сомкнутою линхею. Въ такомъ случае семь ломанныхъ, 
подобныхъ Р^^^Р^^,Р^^^Р^^^Р^^^ соединяютъ попарно акви- 
валентныя стороны 14-угольника. 

Посмотримъ, возможенъ-ли 2-ой случай. 

Пусть сторона 0-я не эквивалентна 1-ой. 

Лишя Р^ ^^ Р^ ^.Р^ ^^Р^ ^^Р,, на поверхности 5|ин разомкнута. 

Совершая обходъ И\ мы з.чставляемъ точку $ на поверх- 
ности 5, г. у пробежать разомкнутую лишюР, ^^ Р, ^.^ Р., ^,^ Р^ ^^ р. . 
Совершивъ обходъ И^ вторично, мы заставимъ точку 8 на по- 
верхности 5|в1. снова описать ломанную, подобную прежней, 
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Ж) начиняющуюся въ точк% 1\; мы ее обозначимъ буквами 

Совсршивъ обходъ 1^^ въ третШ разъ, мы заставимъ точку 
$ иа поверхности '^«^^ описать с^гЬд7Ющую ломанную того же 
рода, но уже начинающуюся въ Р.,, и т. д. 

Число всЬхъ ломанныхъ, подобныхъ Р, ^, Р^ ^^ Р, ^^Р^ ^^ Р^у 
огранпчено: оно равно 7. Каждый разъ какъ мы вновь совер- 
шаемъ обходъ II*, точка 8 на поверхности 5,^^ проб-Ьгаеть 
одну изъ этихъ семи ломанныхъ. 

Ясно, что посл-Ь совершешя обхода 11* н-Ькотораго конечнаго 
числа к разъ, точка .ч вернется въ «„ . 

Сл'Ьдовательно к ломанныхъ,подобныхъР, ^^ Р., ^, Р, ^^ Р< ^^ Р^ 
должны составить на поверхности 5,«, одну непрерывную сом- 
кнутую ЛИН1Ю. 

Век разсматриваемыя ломанный равноправны. Сл']&довательно 

7 
7 ломанныхъ должны распадаться на .- группъ по к литй въ 

групп Ь. Эти к лин1й одной и той же группы должны составить 
вмЬсгЬ одну непрерывную сомкнутую лип1Ю на поверхности ^йль* 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что к есть д-Ьлитель числа 7. 

Согласно допущен1ю опо не равно единиц*. 

Если такъ, то 

к=7. 

ВсЬ 7 ломанныхъ составляютъ одну непрерывную замкнутую 
лин1ю на поверхности 5,^^. 

Порядокъ коллинеащи 2* равенъ 7. 

Если для возвращешя точки а, въ первоначальное положе- 
ше надо совершить обходъ 1** семь разъ, то порядокъ колди- 
неац1п 2 равенъ 28: 

2*"=1. (140) 

Степ(»нь коллинеащи 2, меньшая 28, не можегь равняться 
единиц*. 

Составимъ сл-Ьдуюпця коллинеащи: 
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^ 1 : Ал ^ А^ 9* • •) ^ 1 к 

2^5=6^, 25, 2*5,..., 2'ч^' , [ 

2"5'=5*, 25^ 2*5^.•., 2*^5^ 

Въ этой таблиц^Ь всего 196 коллинеащй . ВсЬ эти колли- 
неащи принадлежать къ групп* /",«,. Следовательно .между 
ними есть равныя. 

Въ числ* коллинеащй одного и того же столбца таблицы( 141) 
равныхъ быть не можетъ. Поэтому должно существать по край- 
ней м^р* одно соотношенхе веда: 

2''5^=2'''5'^', (142) 

гд:)^ р ^ р* меньше 28 и между собою различны, а п и $" 
меньше 7. 

Въ такомъ случа'Ь им']^емъ: 

2/'-я=5"''-^ • (143) 

Обозначимъ наименьш1й положительный вычегь числа р—;>' 
по модулю 28 буквою г, а наименьшШ положительный вычетъ 
числа а' — (/ по модулю 7 -буквою I. 

Число г отъ нуля отлично. 

Равенство (143) принимаетъ видъ: 

2 = 5'. (144) 

• 

Число I не можетъ быть нудемъ потому, что тогда порядокъ 
коллинеащй 2 былъ бы ниже 28. Каково бы ни было ^, порядок'ь 
коллинеацш 5' равенъ 7. Коллииеащя 2** должна быть седь- 
маго порядка. Это возможно только въ томъ случае, когда г 
кратно четыре хъ: 

г=-4г'. (145) 

Равенство (144) можно представить въ такомъ видЬ: 

(2Т'=5'/ (146) 



01дШ2ес1 Ьу ^з0051С 



224 

Коллинеащя 5 соотв^тствуеп» обходу около точки гг=сс. 
Поэтому 5' соотвЬтствуетъ I — 1фатному обходу около точки 
х=со , 

Посл-Ь каждаго обхода около точки а;=-со четыреугольники, 
расположенные вокругъ точки Р на черт. I преобразуются 
другъ въ друга, поворачиваясь около общей вершины Р въ 
паправлен1и стр']^лки, поставленной около Р. 

При повтореши обхода около точки а;=оэ точка а^ после- 
довательно преобразуется въ а/, а/', а/", а/*^', а/', а^. (См. 
черт. 10. На этомъ чертеж* для ясности изображены отдЬльно 
гЬ треугольники сЬти I, о которыхъ идетъ р^чь). 

Равенство (146), показываетъ, что < — кратный обходъ около 
точки :г=сс равносиленъ г - кратному обходу П*. 

Мы уже видели, что послЬ обхода 
Г1* точка а^ должна поместиться вблизи 
одной изъ вн-Ьшнихъ сторонъ С'Ьти 2*",,;., 
при чемъ положеше ея относительно 
этой стороны должно быть совершенно 
такое же, какое занимаетъ а^ относи- 
тельно стороны 1-ой. 

Сторона эта должна быть непремен- 
но нечетная, такъ какъ мы видели, что 
отъ четной стороны нельзя провести ни одной ломанной, подоб- 
ной Р^Я.РЛРЛРЛР.- 
Изъ числа точекъ: 

а/, а/', а/'^ а./^ а/, а, 
нетъ ни одной, расположенной относи^елйно какой-либо нечет- 
ной стороны многоугольника ^Р^^,^ такъ, какъ а, относительно 
стороны 1-ой. 

Следовательно равенство (146) приводитъ къ нелепому ре- 
зультату, если допустить, что порядо1:ъ коллинеац1и 2 отли- 
ченъ отъ 4. 

Итакъ, порядокъ коллинеащи 2 долженъ равняться 4: 
2*= 1 *;. (139 

•; Т1\т услов1И (139) равенство (146) ничего нехЬпаго въ себ* не со- 
держпть: л^вая часть его равна 1, а въ правоб часги показатель степени ^ 
долженъ равняться нудю. 
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ЛомаННЫЯ лиши, ПОДОбньШ Р^^,Р^^^Рз^зР^^^Р$ СОбДИНЯ 

ютъ попарно эквивадентныя стороны многоугольника Р'^6^^ 
Отсюда внтеваетъ следующая теорема. 

Теорема 4« Эквивалентныя стороны многоугольника 2^,^, 
таковы: 

1-ая и 6-ая, 3-ья и 8-ая, 5-ая и 10-ая, 7-ая и 12-ая, 
9-ая и 14-ая, 11-ая н 2-ая, 13-ая и 4-ая. 



Вставимъ въ равенство (139) вместо 2 ея выражеше(138). 
Преобразуя полученное такимъ образомъ равенство помощью 
соотношен1Я (134), находимъ: 

д^5*2Г5*ЗГ5*дг5*=1. (и?) 

Это равенство показываетъ, что кодлинеац1я ^^8^ ^ четвертаго 
порядка. 

Обратная ей коллннеац1Я ^'^ должна быть того-же порядка 
какъ и 3^5*: 

8'5^8'^8'^8'^^1. (148) 

Умноаваемъ об^ части равенства (147) справа и сл^ва на^^: 

8'^8'^8'^8'5^=1. (149) 

Это равенство показываетъ, что коллинеащя /8 ^ 5^ четвертаго 
порядка. 

Обратная ей коллинеащя ^8 ^ должна быть того же порядка, 
какъ я 8*^3^: 

5^8' ^8' ^8' 3^5»= 1 . (150) 

Возьмемъ подстановку 

Ж=5*5Г5«. (151) 

Не трудно уб^Ьдиться въ томъ, что это — подстановка четвер- 
таго порядка. Въ самомъ д^л%: 

У7'=8'5^8'^8'^8'^8'=8\ {5^8'^8'^8'^8').8, 

15 
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или на основаши равенства (150): 

Ж*=1- (152) 

Подстановку: 

на основаши равенства (135) можно представить въ сдЪдую- 
щемъ видф: 

^ТГ=вТ5^ (153) 

Эта подстановка — ^третьяго порядка. Д'Ьйствитедьно: 

(ГГЖ)'= 5гГв\Т5\Т5^=5- (.Т5* 2Г5* дГ5«) .5«, 
откуда на основанш равенства (135): 

(З^Ж)>=1. (154) 

Возьмемъ подстановку: 

' ТГ*ЗГ=5«,Т5' 3^5*3^- (155) 

Квадратъ ея на основанш формудъ (135), (147), (136) мояшо 
представить въ такомъ ввдЬ: 

(ТГ*Я — З'^ГЗ'^В'. (156) 

Возведя об^ части равенства (156) въ квадратъ и пользуясь 
формулою (136), находимъ: 

(ТГ*дГ)*=1- (157) 

Подстановка ТГ* 3"— четвертаго порядка. 
Подстановка 3" Т^ * — обратная подстановке ТГ*3"« Она дол- 
жна быть того же четвертаго порядка: 

(Ж* 5')*=!. (158) 

Только что обнаруженными свойствами подсгановки ^V мы 
впоследств1и воспользуемся. 



Прим'Ьняя теорему 4, находимъ, что вершины сЪти Р^^^, 
отм'Ьченныя на черт. I буквами: 



Соодк 
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А^ у А^ ^ А^ у А^ , А^ у А^ ^ А^ ^ {1Ь9) 

между собою ЭЕвивалентнн. На поверхности ^^^^ ошЬ соеди- 
няются въ одну точку, которую мы обозначимъ буквою А^. 
По такой же причине точки чертежа I: 

А/, Л", АГ, А^У, А/, А,'^, А,'" (160) 

на поверхности Э^^в соединяются вм4ст4 въ одну точку, кото- 
рую мы обозначимъ буквою А^. 

Въ параграфе 9 настоящей главы мы видели, что колли- 
неащя 5 не м4няетъ три и только три точки перегиба основ- 
ной кривой 4-го порядка Р. Эти три точки перегиба мы 
приняли за верпшны координатнаго треугольника и обозначили 
буквами: Д , ^, А^. 

Посмотримъ, соотвЪтствуютъ ли точки перегиба А^^ А^^ А^ 
кривой Р узловымъ точкамъ А^^ А^^ А^ с']^ти на поверхно- 
сти 5,в«- 

Бакъ мы знаемъ, каждая точка группы Р,,^ у. соотвЬтствуетъ 
одной опред^енной точке на черт. I. Одна изъ нихъ ле- 
жить внутри четыреугольника 1. Вс^ остальныя точки груп- 
пы Р|С8,^7 им^ютъ координаты, связанныа съ координатами 
этой первой точки помощью коллинеащй группы 7^^^^. Каждой 
такой точкЬ соотв-Ьтствуетъ на черт. I точка того четыреуголь- 
ника, на которомъ написанц формула соотв'Ьтствующей колли- 
неащй. Преобразуя точки группы Р^^^^ помощью коллинеащй 
5, мы умножаемъ снаружи на 6^ формулы коллинеащй соот- 
в'Ьтствующихъ этимъ точкамъ. Въ такомъ случае и формула 
каждаго четыреугольника (АчV^ Р^^^ умножается снаружи на 
символъ 6^. 

Разсматривая чертежъ I мы видимъ, что умноживъ формулу 
каждаго четыреугольника снаружи на 5, мы поворачиваемъ всю 

фигуру около центра Д на уголь -^ въ направлеши стр']^лки, 

стоящей около точки А^ . 
Относительно такого поворота можно сказать сл^]^дующее. 
1) Онъ совершенно не м^няетъ точку А^ . 

15* 
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2) Точки (159) при разсматриваемомъ повороте перемеща- 
ются мегду собою въ вруговомъ порядке. Следовательно со- 
ответствующая инь точка А^ поверхности ^^^^ остается не- 
подвижною. 

3) Точки (160) перемещаются между собою въ круговомъ 
порядке. Поэтому соответствующая имъ точка А^ поверхно- 
сти 5^5, остается неподвижною. 

Отсюда следуетъ, что точки А^, -4.^, ^5 поверхности Зив 
подъ вл1ян1емъ коллинеац1и 5 не меняются. Оне действительно 
соответствуютъ точкамъ перегиба Л,, -4^, Д, кривой Р. 

Въ томъ же параграфе 9 мы нашли 7 коллинеащй, меняю- 
щихъ точки А^, А^, А^ въ круговомъ порядке. Оне выража- 
ются такъ: 

75*, А=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. (87) 

Мы видели, что при надлежащемъ выборе постоянныхъ 
а, р, у, входящихъ въ формулы (57), можно любую изъ 7 кол- 
линеащй (87) сделать равною коллинеацш XI: 

П: тд?^=я?з, т^5=а?^, хх^^^х^. (ЮО) 

Число к осталось пока провзвольнымъ. 
Возможны два случая. 

I. На поверхности 5|б8 коллинеацш (87) преобразуютъ точку 
А^ въ А^у точку -4, въ ^3, точку Аз въ -4, . 

II. На поверхности $^,3 коллинеащи (87) преобразуютъ 
точку Д въ Лз, точку -4з въ А^у точку А^ въ А^. 

Который изъ этихъ случаевъ имеетъ место въ действитель- 
ности— мы еще не знаемъ. Поэтому разсмотримъ оба случая. 

I. 

Пусть коллинеацш (87) преобразуютъ А^ въ -4,. Это суть 
те коллинеащи, который на черт. I написаны на треугольник 
кахъ, примы1сающихъ къ вершинамъ: 

А^ у А^ у А^ у А^ у А^ ^ А^ ^ А^ (159) 
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Формулы эти навовн: 

8^8*^8*^, к=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. (161) 
Мы выберемъ к такъ, чтобы им^ло 1гЬсто равенство: 

17=5* гТ^5* 3^5*3". (162) 

Отсюда сл^дуетъ: 

Ц^=8*^8'гГ8\ (163) 

Коллинеацш II — третьяго порядка. Поэтому 11* есть кол- 
линеащя обратная II. Изъ формулы (162) слЪдуетъ: 

^'=-^8'(1^8'-^8\ (164) 

Отсюда: 

^и'=8'^8'^8'. (166) 

Положимъ временно 

Щ^=^2. (166) 

Иэъ равенствъ (163) и (166) слФдуетъ: 

2=8'^8'^8\ (167) 

Умножнвъ 06*]^ части этого равенства сл^ва на ^9^ и справа 
на 8*^8*^у им^емъ: 

5* 28' ^8" 5^=8^ 5* ГУ8^8' ,Т. (168) 

Пользуясь соотношешемъ (134) находимъ, что правая часть 
ревенства (168) равна единиц]^: 

Отсюда 

2=8'^8'^8\ (169) 

Изъ формулъ (169), (166), (165) сл4дуегъ равенство: 

Щ'^^Г'. (170) 
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Это равенство было найдено Кдейяомъ Я8ъ свойствъ моду- 
лярной 1фуппы*). Оно будетъ имЪть для насъ очень важное 
вяачеше . 

П. 

Пусть коллинеац1и (87) преобразуютъ Л^ въ А^. Одна изъ 
этихъ ]:оллинеац1й можетъ быть сдблана равною V при над- 
лежащемъ выборе числа к. Еоллвнеац1Я 17' преобразуеть Д 
въ и!,, и должна равняться одному изъ найденныхъ выше вы- 
ражешй (161). 

Мы выберемъ число к такъ, чтобы имЬдо м^сто равенство; 

и'=8'^8'^8'^. (171) 

Надъ этимъ равенствомъ можно повторить все сказанное о 
равенств* (162). Разница будетъ только въ томъ, что V за- 
менится черезъ С/* и обратно: ?7* черезъ 17. 

Вместо равенства (170) получимъ: 

СГ«дГ=ггдГ17. (172) 

Умноживъ об* части равенства (172) сл*ва и справа на 5^, 
получимъ: 

откуда снова находимъ: 

сгдг=д^17«. (170) 

Какой бы изъ двухъ случаевъ ни им*лъ мЬсто въ действи- 
тельности, равенство (170) остается справедливымъ. 
Этохъ результатъ можно выразить въ вид* теоремы: 
Теорема 5. Коллинеащи ^ т V обладаютъ характер 
нымъ свойствомъ: 

и^=^и\ (170) 

*) См. КЫп. Уог1е8. иЬег (Не ТЬеопе йег вШр1. МодййшсЦопеп. ВсЬ I. 
Стр. 704. 
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Еоторая изъ двухъ формулъ (162) или (171) тшЪетъ м-Ьсто 
яъ действительности! — мы увидинъ въ сл^дующемъ параграфе- 



Мы щипли рядъ соотношенИ! между коллинеащями группы 
Т 

Совершенно ташя же соотношен1я должны им^ть мЬсто между 
символами линейныхъ однородннхъ подстановокъ! обозначен- 
выхъ тЪми же буквами. 

На втомъ основаши можемъ сдЬлать рядъ заключен^ о под- 
становкахъ группы О^^^. 

1) Группа в|е1 составлена изъ двухъ основныхъ подстано- 
вовъ: 8 Е ^, при чемъ подстановка ;9 седьмаго порядка, а 
2Г— втораго порядка. 

Подстановка Я^ выражается формулами: 

^ Ь=^%^ 9"|=^Ч» Ь—^Ь7 ' (78) 

гдЬ 






(79) 



Подстановка ^ йамъ пока еще неизв'Ьстна. 

2) Въ группу ^^^^ входить подстановка третьяго порядка Л^ 
определяемая формулами: 

^: ?1=?з1 9]=?1» ?з=?1- (90) 

Эта подстановка удовлетворяетъ одному изъ двухъ соотно- 

1ПвН]й* 

17=5 ♦ 9^5 •3^^5*3' (162) 

яли: 

и'^а'^8'^8'^. (171) 

Еоторое изъ этихъ соотношешй имЬетъ м^сто въ ^^йстви- 
тел]&ности,— мы пока не знаемъ. 

3) Подстановка и во всякомъ случае удовлетворяетъ соот- 
ношенш: 

П5^ж=^^и'. (170) 
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4) Подстановки: Й^Г, 5^8, 8*5'-, 5' 8* 
— третьяго порядка, 

5) Подстановки: 5'8*, 8*5', -5*3', 5'8* 
— четвертаго порядка. 

§ 13. Выр«же11Я подетюокъ груны ^^^^. 

Навдепныя въ прошломъ дараграф^к свойства подстановокь 

группы (г, в, ДаЮТЪ ВОВМОХНОСТЬ построить формулы Д1Я вс^хъ 

подстанововь этой группы. 
Начненъ съ составлевоя фориулъ подставовки 5^*). 
Пусть подстановка 5^ выражается форхулами: 

?1=«1.. 91-*-«*.1 ?1-*-«1.1 ?.1 

3': ?.=«.,. 91-ьа,.. ?,-н«,.. ?,» } (173) 

• Ь=^»^ Ъ-*-»».* ?«-+-«»^ ?»• 



Отсюда: 



9|=«э.1 9|-*-«,.« ?«-^«1.. ?,» 



^= ?!=»•.• «Р.-^^М ?•-*-«!.. ?,» / (^^*) 

?^=^*.,4 ?1-ь«,., ?,-*-«,., ?„ ! 

?1=*.^ <Р.-^««.1 ?»-*-«!.» ?,. 

5'Ц*-- ?1==>м ?«-^-='«.« ?.-^«1.. ?з> } (*''^)- 

^=«,., ?|-^«з,1 9.-«-«з., т.- 
Изъ формулъ (170), (174), (175) слЬдуетъ: 

(176) 



ОС =0С =1 



*) Этоть прхемъ принадаежитъ Клейму. Ом. Уойев. иЬег а1е ТЬеопе дер 
еШр!;. Мо(1и1^а11саопеп. В(1. 1. Стр. 704. 



Соодк 
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Полоапвъ для краткости: 

«..1=а, ««,»=*, «5.»=с» (177) 

МЫ внесеиъ эти величины въ выражешя (173), принимая во 
вншсаше равенства (176): 

3^: 9а=^?«-+-Ь?.-»-Л9з» / (178) 

Пользуясь равенствами (78) и (178), нйходииъ выраакешя 
подстановокъ ^8 н ^8"^*. 

д^а ^=се^9,-кЬг*<р,-1-ае(рз , | (179) 

д-^': ?^=сг'9,-ь&5»(р,н-аг«(рз , ) (180) 

9, =Ье '9^ н-аг*(р, -нее '9, . ) 

064 подстановки ^8 и ^8 • — третьяго порядка; определи- 
тель каждой изъ нихъ равенъ единице, такъ какъ определи- 
тель всякой подстановки группы (7^|, равенъ единице. Дал^е 
ни та, ни другая подстановка не имеетъ вида: 

?|=2>?п ?«=г91, 9з=*'9з- (181) 

Весьма простою поверкою мы убеждаемся въ томъ, что всякая 
подстановка третьяго порядка съ определителемъ 1 и отлич- 
ная отъ подстановки вида (181), — обладаетъ тбмъ свойствомъ, 
что сумма ея коэффищентовъ, стояпщхъ по первой даагонали, 
равна нулю. 
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Для подстановок^ (179) и (180) это свойство внразятся 
такь: 






Отсюда: 



а Ъ в_ 



(182) 
(183) 



гкк ^— некоторое ненавистное постоянное число. 

Внеся выраженк а, Ъ, с, полученння йзъ равенствъ (183), 
въ формулн (178), находить: 

-Т: ^,=<[(е«-е')<р.-(б*~^*)9.-(б -«*)?. ] , ) (184) 

У 

Подстановка (178)— втораго порядка. Это возможно тоаво 
при условш: 

а«-^«-нс'=1 . (185) 

Внеся въ эту формулу вместо а, Ь^ с ихъ выражешя изъ 
равенства (183), находимъ: 



—71*= 1, 



откуда: 



<=: 



\/7" 



Определитель подстановки (178) равенъ: 
• Забс— а'— *'— с». 



(186) 



(187) 
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Внеся въ эту формулу вырахенш коэффищентовъ а, Ъ, с, 
ниодимъ: 

ШН8^п(^У ш (^). 8Ш (^у (188) 

Это вьфажеше должно равняться -ь 1 . 
Множители: 

56, 8т у, 8гпу, «ту 

положительны. 
Следовательно множитель 



14. 
долженъ быть дЪйствителенъ и положителенъ . 

Это возможно только въ томъ случа'Ь, когда въ формул'Ь(186) 
взять верхнШ знакъ. 

Въ такомъ случа-Ь 

< = -»-^. (189) 

Внеся эту величину въ формулы (184), имФемъ: 
9,= -^= [(Е -г')<р.н-(е*-е»)?,-*-(е«-е')?,], 

^'^ ^ [(е*-г')<р.н-(г -е*)?,-н(б -е»)^. ] . 

Вставивъ выражешя (78) и (190) подстановокь 8 л ^ ъъ 
формулу 

и внполнивъ вычислешя, находимъ, что эта подстановка вы- 
ражается такъ: 

?!=?»» ь=ь> ь=ь- 
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Отсюда согбдуеть, что им^етъ 1гЬсто р&венство: 

и=8'^8'^8'^. (191) 

Вс% 168 подстановокъ группы Сг^^^ выразятся формулами: 

ГГ* 8\ Л=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6; Ь=0, 1, 2, (192) 
и 

гТ* 5* З^й^', й, г— о, 1, 2, 3, 4, б, 6; Л=0, 1, 2. (193) 

ДМствительнОу число вс^хъ подстановокъ (192) и (193) 
равно 168. Равныхъ между ними нЪтъ, въ чемъ мы убеж- 
даемся при помощи формулы (191). Сл-Ьдовательно, подста- 
новки (192) и (193) какъ разъ исчерпываютъ группу в^^^ . 
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ГЛАВА Ш. 
Первый видъ основной системы уравнен1й втораго типа. 

Мы отнесемъ ко второму типу ^^етыре отдЪ^гьныхъ вида 
основныхъ системъ уравнешй. Эти виды находятся между со- 
бою въ гЬсной связи; поэтому мы и соединяемъ ихъ въ одинъ 
тит. Они соотв^тствуютъ харавтеристичесвимъ числамъ, по- 
м^щеннымъ въ стровахъ П, III, 1У и У таблицы (79) пара- 
графа 4 павы I отдела П. 

Въ настоящей глав% мыразсмотримъ основную систему урав- 
нешй первахо вида втораго типа. 

Она соотвЪтствуетъ характеристическимъ числамъ: 

2^=96, л^=8, \=3, \=2, V=24, V^=3, V,=8, V.-12. (1) 

§ 14. И'Ькоторыя свойства осяовиоК системы уравнен!!. 

Вн^шшй видъ основной системы уравневой въ разсматривае- 
момъ случае тавовъ: 

Со/о'(««|, «,) : с/.Чч, Щ)'(^ К, и;)=х: [х- 1) : 1, (2) 

Щи,,и,)=^. (3) 

Въ § 4 главы I мы нашли, что Еовар1анты Д Т, еТ^въраз* 
сматриваемомъ случае выражаются такъ: 

ЕЧ'^\ Т=Г^%, Л=1^'Г, *). (4) 

Ъ(А системы рЪшешй уравнешй (2) и (3) связаны между 
собою неоднородными подстановками группы ^уц . Соответствую - 



*) Си. главу I, пара]1>афъ 4, формулы (62). 
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пця группы однородныкъ подстановокъ и коллинеацШ мы обо- 
значимъ буквами 0^,, и Г^^ . 

Первая изъ формулъ (4) показываетъ, что во всЬхъ точкахъ 
перес^чешя кривой 

/"ссС^о ^,)=0 (5) 

съ кривою Р эта последняя кривая имЪетъ съ касательною 
соприкосновен1е 3-го порядка. Во всЬхъ остальныхъ точкахъ 
кривая ^Р им4етъ съ касательною соприкосновенхе 1-го порядка. 

Кривая Р им^егь 1 2 точекъ, гд-Ь касательная находится съ 
нею въ соприкосновети 3 го порядка; дал'Ье, она им^етъ 32 
точки прикосновешя двоёныхъ касательныхъ и 48 такихъ то- 
чекъ, гд'Ь кривая Р можетъ находиться съ коничсскимъ с^че- 
темъ въ соприкосновети 5-го порядка. 

Точекъ перегиба кривая Р совс']&мъ не им'Ьетъ. 

Порядокъ кривой (2) равенъ 24. Въ перес^чеши съ кривой Р 
она даетъ группу въ 96 точекъ 

Точки группы Р^ъ.х °Р^ произвольномъ X ъ&Ь между собою 
различны. Он-Ь будутъ между собою совпадать только при сл%- 
дующихъ 8начен1яхъ х: 

1) При а:=со точки группы Р,^ ^ совпадаютъ по 8, обра- 
зуя группу Р^ 4 . Это суть тЪ точки, гд% кривая Р им'Ьетъ съ 
касательною соприкосновенхе 3-го порядка. ОнЬ определяются 
уравнешемъ: 

А^(^м ^,)=0. (5) 

2) При а?=0 точки группы 1\^«,^ совпадаютъ по 3, образуя 
группу /*з2- Это суть точки прпкосновен1Я двойныхъ касатель- 
ныхъ кривой Р. Он-Ь определяются уравнешемъ: 

/;(«., ^,)=0. (6) 

3) При х=\ точки группы 7^ув ^ совпадаютъ попарно, обра- 
зуя труппу Р^,. Это суть гЬ точки, гд4 Р можетъ имЬть съ 
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конвческимъ сЬчешемъ соприкосновеше 5-го порядка. Он4Ь 
определяются уравнешемъ: 

1М. «*,)=0. (7) 

При всЬхъ остальныхъ значешяхъ х точки групы Р.^^. вс^ 
неяБду собою различны. 

§ 15. Д|««€ре1щ1иыая резояьвента. 

По той же причине, какъ и въ тфошлой главФ, можемъ ска- 
аатьу что вн^ЬшнШ видъ дифференщальной резольвенты таковъ: 

их' \{х) Л»' {+(а?)1*(«а? {'}(а?)}' ^~''' ^""^ 

ГЛ'В* 

ф(ж)=а<а;-1), (9) 

^, (а?)=ая:-4-Ь, ф,(а?)=са?'-нйа?-нв, Фз {<^)=9^ '-ьАа?- -•- й;ам-7 . (1 0) 

Пользуясь формулами (117) н (129) параграфа 5 главы I, 
можемъ найти корни Фуксовы&ъ уравнен1й для каждой крити- 
ческой точки. 

1) При 1Г=0 имЪемъ: 

• 1 2 

2) При ср=1 им11емъ: 

^* = "^|' ^=0>^=-^- (12) 

3) При а?=со им^емъ: 

Совершая вычислешя, совершенно подобныя приведеннымъ 
въ § 7 прошлой главы, найдемъ числовыя величины всЬхъ ко- 
эффищевтовъ формулъ (10). Внеся полученный выражев1я въ 
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уравнен1е (8), находимъ дифференщадьную резольвенту въ овон; 
чательномъ ввд*!: 

а.«(..-1)«0-ьф-1)(7а;-4)0-*-- 

(14) 
/657 , 6761 20\ЙФ /586 3775 \ 

"Л-бГ ^--576- ^ Т) ^ -*- (256^- 2304 ) ?=^- 

ЕСЛИ разделить это уравнеше на коеффищента при произ- 
водной третьяго порядка, то коэффицхентъ при -7-| вБфазится 
таЕъ: 

7^—4 4 3 ^_^ 



х{х — 1) X X — 1 * 
Числители простыхъ дробей 

4 3 

- и г 

X X — 1 

суть цгьлыя числа 4 и 3. Поэтому определители всЬхъ подста- 
новокъ группы О^^ будутъ равны единице *). 

§ 16. Выражси1я первичныхъ Форнъ черезъ Йезаненмое не- 
рем'Ьииое. 

Помощью разсуждешй весьма сходныхъ съ приведенными въ 
§ 8, находимъ: 

/;(?и ?,, <Рз)=^а;-«(а?.-1)-Ч (16) 

Выбирая надлежащимъ образомъ постоянный обпцй множитель 
трехъ функцШ срп ?1> 9з5 ^^ можемъ достичь того, чтобы ко- 
эффищентъ Л равнялся единице. Формула (16) приметь видъ: 

ГЛЪ> ?» ?,)=Ж-'(а'-1)-*. (17) 



'^) См. теорему въ конц^^ параграфе 2 отд'к|а I. 
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Помощью равенствъ (2) и (17) находимъ: 

»_ 



(18) 



(19) 



Мы ввднхъ, что въ равснатриваемомъ вами теаерь случае 
не веЬ первнтаня форш суть ращональныя функцш относи- 
тельно X. 

Ивъ формулъ (2), (17), (18), (19) находят: 



-'---г »/.=о*(Ц.. Ц«) 



?|=С, 



?»=«( 



Ь-с* 






(20) 



Вептаны ф,, «^р,, «р,, какъ и следовало ожидать, внража- 
ются ращонально черевъ щ в щ. 

§ 17. Св«1ств« оеюно! криво!. 

Мы вяд^^ли, что корни Фуксова уравнешя для а;=ео таковы: 



13 



9 



*'|— 8 5 *'«~4* ^'""8 ' 



(13) 



Соотв^тствуюоце ииъ интегралы уравнета (14) въ области 
точки х—-(Х) равлохатси въ сходяпцеса ряды вида: 



9'=-~Щ^}'9-=- '^.(^>г=- 'р.(^> 



(21) 



гд* 



Ч^)- Ч.-)- <^) 



16 
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суть функщи годоиорфния въ области точки й;=со и отлия- 
ш^я отъ нудя при а:=со. 

Примеиъ временно величины, пропорщональння функщямъ 
(21) за однородныя координаты точен на плоскости: 

. ^ а;'=сг(р', а:"=а9'', а?"'=с9'". (22) 

Величины о?', х"^ х'" должны быть между собою связаны 
уравнетемъ вида: 

2('а;'-*-21' 'а;"-^'а'"а?'"=^ . (23) 

Изъ формулъ (21), (22), (23) находимъ, что множитель про - 
порщональности с можно представить въ такомъ вид^: 

1 . (24) 

гд'Ь п есть функщя перем']Бннаго х конечная и отличная отъ 
нуля при а:=со. 

Изъ формулъ (21) сл4дуетъ, что при обходЬ около точки 
а:==со величины 9'> ?"> ?'" испытываютъ линейное преобразо- 
вате /8^, выражающееся формулами: 

^: (р'х=в* 9', (р"=е* ?", 9'"=в^ ср'". (25) 

Соответствующая коллинеащя выразится такъ: 

й^: -^=^х\ хх''=е'' х'\ т^"=а?'". (26) 

Точки, ипвархантныя относительно этой коллинеацш опред']^- 
лаются изъ уравнетй: 

(т-1-1)а;'=0, (т— е^') а;"=0, (т— 1)а;'"=0. (27) 
Услов1е совместности уравнешй (27) таково: 

(г*_1)(т-е^')=0. ^^^^ 

Равныхъ корней уравнеБ1е (28) не имЬбтъ> Поэтому колли- 
неащя ^6^— не перспективная. 
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Одинъ И8ъ корней уравненгя (28) равенъ -1-1. 
Поюживъ въ 7равнен1яхъ (27) множитель т равнкшъ -ч- 1, 
находимъ: 

а?'=0, а:''=0. (29) 

Обовначимъ ату точку буквою А^ . Ивъ формулъ (22), (24), 
(21) видно, что при а;=со координаты ^ и о/^ обращаются 
въ нуль, а х''' отъ нуля отлично. Следовательно, точка А^ ле- 
житъ на кривой Р. Это одна изъ точекъ кривой 2^, соотв^т- 
ствуюшихъ величин!» я:=:<х>. Она принадлежитъ къ грушгб 
точекъ Р^,; въ этихъ точкахъ кривая Р и1гЬетъ съ касатель- 
ною соприкосновеше 3-го порядка. 

Обовначимъ точки группы Р«, буквами: 

Коллинеащя |9 преобразуетъ точки (30) другъ въ друга, а 
н^которыя изъ нихъ совсЪмъ не мФняетъ. Такъ какъ порядокъ 
коллвнеащи 5^ число четное (онъ равенъ 8), то число точекъ 
группы Р^.^, перем'Ьщаемыхъ коллинеащею ^8^, должно быть 
четное. Поэтому число точекъ Р^^ ннвархантныхъ относитель- 
но |9 должно быть тоже четное. Оно отлично отъ нудя, такъ 
какъ мы видЪли, что А^ коллинеащею ^5 не меняется. 

Оно меньше 4, такъ какъ коллинеащя ^8^ неперспективная, 
^ъ такомъ случа'Ь мы приходимъ къ заключешю, что да%, и 
только дв']Ь изъ числа точекъ (30) не меняются коллинеацхею & 

Пусть это будутъ ^, и А^. 

Проведемъ прямую А^А^. Она пересЬчетъ кривую Р еще 
въ двухъ точкахъ. 

Обовначимъ ихъ буквами В^ ^ В^, 

Точки В^ и В^ сливаться между собою не могутъ. Въ са- 
момъ д'Ьл'Ь, допустимъ, что точки В^ и В^ слились между со- 
бою въ в. Прямая А^А^ касается кривой въ точкЬ В, Въ 
такомъ случае точка В инвар1антна относительно коллинеацш 5, 
что противор'^читъ сказанному выше. 

Итакъ, прямая ^^^1^ пересЪкаетъ кривую Р въ четырехъ 
точкахъ: 

16* 



Офгеб Ьу ^з0051С 



— 244 — 

4, А,, Д, В,. (31) 

Коллинеащя /8^ не мЪняетъ точки А^ ж А^^. Следовательно, 
подъ вл1ян1емъ ко^линеащи /$ прямая. ^^^^ преобразуется сама 
въ себя. Кривая Р" коллинеащею 6^ тоже преобразуется сама 
въ себя. Между т4мъ точки Д и В, пересЬчетя 1фивой Р 
съ прямою А^А^ коллинеащею 5 перемещаются. 

Отсюда сл^дуеть, что коллинеац]я ^8' преобразуетъ точки 
В^ И -В, другъ ВЪ друга. 

Вторая степень коллинеащи /9, т. е. в', выразится такъ: 

5*: т7'=а^, т'?'^»^^", т?"=.ж'". (32) 

Эта коллинеащя не будетъ менять ни одной изъ четырехъ 
точекъ (31). Точки (31) лежать на одной прямой. Следова- 
тельно, мы можемш сказать, что 1) коллинеащя 5^ перспек- 
тивная, 2) осью перспективы служить прямая А^А^. 

Формулы (32) показываютъ, что осью перспективы коллине- 
ащи 5^ служить прямая. 

а центромъ перспективы — точка 

Порядокъ коллинеащи ^8^* равенъ 4. Она оставляеть безъ. 
измЬненхя точки Д и В^ кривой 2^. Посмотрись, какую осо- 
бенность им^ютъ эти точки кривой Р. 

Вставимъ координаты и^ и и^ точки В^ въ уравнен1е (2), 
или. что то-же, вь уравнен1е: 

оо/о;к>«.и (2') 

и найдемъ соответствующую величину х. Пусть эта величина 
оказалась равною а . Точка В^ будетъ принадлежать къ груп- 
пе Рэв,а- "^'ь числе точекъ этой группы есть между собою со- 
впадаюлця, такъ какъ кол.!^ 1еац1Я ^8^^ не меняетъ по крайней 
мере одну изъ нихь. 



Соодк 
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Следовательно величина эе, соотв11тствующая точкк В^ , равна 
одному изъ чиселъ: О, н-1 или со. Точка Д принадлежитъ 
къ одной изъ грушгь: 

Р Р Р 

Тавъ какъ коллинеащя /8^', не меняющая точку В^^ — чет- 
вертаго порядка, то точки группы Р,^^ должны между собою 
совпадать или по 4 или по 8 или по 16 и т. д. Вообще число 
между собою совпадающихъ точекъ группы Р,^^ должно быть 
кратно четырехъ. Это возможно только въ томъ случае, когда 
а равно безконечности: точки группы Р^а^а совпадаютъ между 
собою по 8. Совокупность ихъ обозначится буквами: 

Итакъ, точка В^ принадлежитъ къ числу 
точекъ (30). 

То -же самое надо сказать и о точкФ 
Д. 

Для определенности будемъ полагать, 
что В\ совпадаетъ съ А^^2^В^ — съЛ^. ^^р^* ^^' 

Точки -4,, А^у -4з> А лежать на одной прямой. 

Такъ какъ вс* точки (30) равноправны, то полученный ре- 
зультатъ можно формулировать въ вщЛ теоремы. 

Теорема. Дв-Ьнадцать точекъ, въ которыхъ кривая Р 
им-Ьеть съ касательною соприкосновеше 3-го порядка, распа- 
даются на три четверки. Вс4 точки каждой четверки лежать 
на одной прямой. 

На черт. 11 изображено схематически расположеше точекъ(ЗО). 

Три прямыя ливш, на которыхъ расположены точки (30), мы 
обозначимъ буквами 0^0^, 0.^0,, 0^0^. 

Пусть уравнешя этихъ прямыхъ таковы: 

0,0,: а,,,а;'4-а.^,а/'ч-а.,,гс"'=0, | 

0,0,1 а,,ж'-*-а,,,а/'н-а,,,а?'"=0, [ (33) 




А| Аа А| Д^ 
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Определитель: 



Л= 






(34) 



отдиченъ отъ нуля потому, что площадь треугольника 0^0^0^ 
не равна нулю. 

Пряная 0^0^ проходить черезъ точки Л^ ш А,. МывидЬли, 
что прямая А^А^ выражается уравнешемъ 

Следовательно, во второмъ ивъ уравнешй (33) коэффищенты 
а^^ и ^13 равны нулю. Уравнешя (33) принимаютъ видь: 

0,0,: Л|и^'^^«.«^""*"^|,«^'"=^> ) 

0,0,: а,,х" =0, ( (35) 

0^0^: а, ^о^'-м!, ,а^'-4-а, ,я?'"=0. ] 

Боллннеац1я ^8" не мЬняетъ ни одной изъ точекъ прямой 
0,0,. Следовательно точки О, и О, коллинеащею ^8'' не ме- 
няются. 

Посмотримъ, какъ ивменитъ коллинеацЫ 5* точку ^1, лежа- 
щую на прямой 0,0^? 

Возможны два предположенк: 

1) Точка А^ преобразуется въ одну изъ точекъ: 

Ау Ау Ау а (36) 

лежащихъ на прямой 0,0^; 

2) точка А, преобразуется въ одну изъ точекъ: 

^9 -^10? Аи -^м» (37) 

ложащихъ на прямой 0^0,. 
Второе изъ втихъ предположешй приводить къ нелепости. 
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Въ самомъ дЪл%, если коллянеац1я 6^' преобраауеть 'VОчк^ 
А^ въ А^, то щшкав 0^ О, кодлинеащею ^8^' преобразуетсд въ 
0^А^^ и на этой прямой должны лежать четыре ивъ числа 8 
точекъ: 

•^Ь9 -^й) ^^9 '^9 -4»5 -^1Р> -^«1> А«> 

что невозможно. 

По той же причине /8^* не можетъ преобразовать ^^ въ 
одну изъ остадьныхъ точекъ (37). 

Остается признать, что коллинеащя /9' преобразуетъ точку 
А^ въ одну изъ точекъ: 

А,, А,, А,; А,. (36) 

Иными словами, коллинеащя /8^' преобразуетъ точки прямой 
0^0^ въ точки той жо самой прлмо19[. 

По той же причин*]^ можемъ сказать, что прямая 0^0.^ кол-; 
линеащею 6'* не меняется. 

Если такъ, то кодлинеац1я /8* не м^няетъ точку О,. 

Точка 0^ есть центръ перспективной колдинеащи ^8 ^ Осью 
служить прямая 0^0^. 

Пользуясь формулами (32), находимъ, что уравнешя (35) 
подъ 'вл1яшемъ коллинеащи /8^^ преобразуются сл^дующимъ 
образомъ: 

«I .|^'-*-«| .««^'-*-«| ,зЯ?'"=0, 

»..1^^" =0, (88) 

7равнсн)я (38) должны выражать собою гЬ-же прямыя, какъ 
и уравнешя (35). Это возможно только при условш: 

а...=дз.,=0. (Зв) 

Уравнешя (35) принимаютъ видъ: 

ОЛ: <^г.Х =0, (40) 
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Обратимся къ коллнеащи /8^. 

Изъ формулъ (26) видно, что она не м^няетъ точку: 

Эта точка лежитъ одновременно на об^ихъ прямыхъ: 0^0^ 
л 0^0^^ какъ видно изъ уравнешй (40). Она совпадаетъ съ 0^, 

Итакъ, коллинеац1я /5 точку 0^ не мЪняетъ. Бром^ того, 
коллинеащя 5 не м^няетъ точекъ А^ п А^. Вс^ остальння 
точки плоскости она должна менять, такъ какъ она не пер- 
спективная. 

Точку А^ коллинеащя ^8^ преобразуетъ въ одну изъ точекъ 

А^') -^1*> Ап 41' (**) 

Въ самомъ д^лб, мы уже видели, что точки А^ и А^ оста- 
ются носл'Ь коллинеащи ^8^ безъ перемены, А^ и А^ преобра- 
зуются другъ въ друга. СлЪдовате.1Ьно А^ не можетъ перейти 
ни въ одну изъ точекъ: 

-^13 -^1? -^3) А^ . 

Точка А^ не можетъ быть преобразована въ одну изъ точекъ 

Ау Ау -^71 А (36) 

той же прямой О^Оз, такъ какъ тогда прямая О1О2 оставалась 
бы безъ измЬнешя. Точка О, была бы инвархантна относитель- 
но коллинеащи /9. 

Остается принять, что коллинеащя /9 преобразуетъ Д. въ 
одну изъ точекъ: 

А^у -^1о> -^и» -^и* (37) 

Въ такомъ случа-Ь прямая 0^0^ преобразуется въ 0^0^ и 
обратно . 

Формулы (26) показываютъ, что посл% коллинеащи 5 пря- 
ння (40) преобразуются сл^дующимъ образомъ: 
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■а,,а;'-4-о,^а;"'=0, 

=0, 



п1 
е* а. -ж' 






(41) 



Первое изъ уравненШ (41) должно быть тождественно съ 
третьимъ изъ уравнешй (40), а третье изъ уравненой (41) — съ 
первымъ изъ уравненШ (40). Отсюда пропорц1я: 



*'*- 



^1,2 



«3.1 «3.3 



(42) 



Такъ какъ элементы а, ,, л, ,, а^з» «з.з определителя (34) 
оказались равными нулю, то этотъ опред'Ьлитель й выражается 
таиъ: 



Д== 



1,11 



О, а, 



О , а, ,, 



*г,19 



О, «3.3 



=««,«(«1.1 «3.3— «1.Э «3.1)- 



(43) 



Мы видЪли, что опред^Ьдитель Л не равенъ нулю. Отсюда, 
принявъ во внимаше равенство (42), находимъ, что ни одинъ 
изъ коэффищентовъ: 

«1.4» «8,«5 «4,3> «ЗД7 «3,5 

нулю равняться не иожетъ. 

Въ такомъ случа!» мы можемъ разд'Ьлить всЬ члены перваго 
И8ъ уравнешй (40) на а^ ^ втораго — на а, , третьяго — на «3,1- 

Видь уравнешй сохранится, только коэффищенты а^ , , а., ^^^а^^^ 
заменятся единицею. 

Мы можемъ предполагать это д<6лете уже съ самаго начала 
внполненнымъ. Въ такомъ случае будемъ им^ть: 



«М=««.«=«3,1=1- 

Уравнешя (40) будутъ таковы: 



(44) 
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0,0,: ж" =0, 

0,0,: ж'н-а,,, «"'=0. 

Пропорц1Я (42) прикетъ ви;^: 



(45) 






а, 



'а.» 



Положивъ для Ераткости: 



01.>=«1 



находимъ: 



Уравневоя (45) првнихаютъ ви^ь: 

0,0,: а;'-4-аа;"'=0, 

ОзО,: о;" =0, (46) 

0,0,: а:'-аж"'=0. 

Ёведенъ в1г1сто а^, я;", ж"' новую систему коордвнать я?, , ж, , ж, , 
полагая: 

а;,=а(а;'-1-аж'"), 

а!.=.8«", (47) 

а;,=у(а;'-лс"'), 

гд^ «, р, 7> ^^У^ н^[|которыя постоявныя числа отличныя отъ 
нуля. 

Координатншгь треугольникоиъ будетъ служить 0^0,0^. 

Въ то-же время положимъ: 



Т|=«(т'-«-а?"'). 



(48) 
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Координаты х^^ о;,, х.^ лропорщодальны функц1ямъ фд) Ь) ?з' 

я?|=<У?и л?,=су(р„ я?з=а<рз, (49) 

какь видно И8ъ формулъ (22), (47) и (48). 

Величины (48) между собою линейно независимы, потому 
что опре^литель: 



В = 



«, 


0, аа 


0, 


Р, 


ъ 


0, — 1'а 



— 2аа|3у 



(50) 



отличенъ отъ нуля. 

Еоэффищенты от, |3, 7 подчинены только одному условхю уже 
наложенному ран^е: множитель А ъъ формул'Ь (16) долженъ 
быть рав'енъ единице. 

Отношешя: 



а 13 
- и — 

т т 



(51) 



остаются вполне произвольными. Выбравъ величины этихъ от- 
ношешй, мы опред&шмъ а, ^, у изъ услов1я 

А=1. 

Величины (51) мы опредЬлимъ впослбдствш съ цЪлью воз- 
можнаго упрощешя формулъ. 

Вс% изсл^дованк мы будемъ производить помощью коорди- 
натъ ог^, а?а, х^ и функщй ^,, (р,, срз- 

§ 18. Подстановки группы 0^^ . 

Формулы (25) и (48) даютъ возможность тотчасъ найти вы- 
ражеше подстановки 6^ для функщй ((^^ (р,, <р - 

— а 5/ - - у 2.' 

^ Л (р, = _. е*(р„ (р,=1<р„ (рз=— - б*(р,. (52) 



01д1112ес1 Ьу 



Соо^к 



- 252 — 
Величина - совершенно произвольна. Выберемъ ее рав- 

него е * . 

Формулы (52) примутъ видь: 

5: ^^=--*(р,, ^,=г^,, "^3=— ?!• (53) 

Группа О^^ должна бить составлена нзъ двухъ основннхъ 
подстановокъ по той же причине, Еакъ и разсмотр^нная въ 
прошлой глав* группа (т-^в. 

Первая изъ основныхъ подстановокъ группы бг^^ соотв'Ьт- 
ствуетъ обходу около точки а;=<>э. Это— подстановка 8-го по- 
рядка /8^, опред1ляеная формулами (53). 

Вторая основная подстановка группы О^^ соотвфтствуетъ 
обходу около точки 0^=1. Она втораго порядка. Мы обозна- 
чимъ ее буквою 9^. 

Займемся нахождешемъ коэффищентовъ подстановки ^ . 

Припомнимъ, что всякая кодлинеащя группы Ц^ преобра- 
зуетъ точки 

А^^ Л,5 Лз,..., -4,2 (30) 

другъ въ друга, и точки эти дежатъ по 4 на осяхъ координатъ. 
Отсюда сл'Ьдуетъ, что всякая коллинеащя группы 1\^ пре- 
образуетъ оси координатъ другъ въ друга или говсЬмъ ихъ не 
м'1няетъ . 

Такимъ свойствомъ обладаютъ только коллинеащи вида: 

'Х,:=рх^, т^,=да;^, -^3=*^^;;, (54) 

гдЬ р^ 2, г суть н'Ькоторыя постоянныя количества Д'^^йстви- 
тельныя или мнимыя, ^ Ну к, I равны числамъ 

1, 2, 3 
въ какомъ либо опредфленномъ порядке. 
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Подстановка, соответствующая коллинеащи (54), будетъ 
им^ть видь: 

?^=Р?л» Ь=^9Ь^ Ь=^9г (55) 

Коллинеащя ^ не можетъ оставлять безъ нзы'Ьнен1я ось х,=0. 
Въ саномъ дЬд4, допустимъ, что коллинеац1я гТ ось а?5=0 не 
м'Ьняетъ. Тогда подстановка 3^ преобравуетъ <р, въ 

гдб ^ некоторое постоянное число. 

Обе есновныя подстановки 8 я ^ группы О^^ только умно- 
жаютъ (рг в^ некоторые постоянные мнояиггели. Т^мъ же свой- 
ствоиъ должна обладать всякая подстановка группы 0^^. Въ 
такомъ случае функщя с^^ при всевозножныхъ обходахъ на 
плоскости переиеннаго х ирхобр^таеть только постоянные мно- 
жители. 

Выражеше 91 есть первичная форма первой степени отлич- 
ная отъ нуля. 

Мы знаемъ, что въ разсматриваемомъ случае первичной 
формы первой степени не существуетъ. . Следовательно сделан* 
вое допущеше нелепо. 

Коллинеащя ^ должна преобразовать ось х^=0 или въ 
въ х^ = 0, или въ я?,= 0. 

Въ формулахъ (47) координаты x^ и х^ входятъ совершенно 
одинаково. Огь нашего желан1я зависитъ, которую изъ двухъ 
прямыхъ: О^Оу и 0^0^ принять за ось гг^ =0, которую за ось 
я^з=0. Поэтому мы можемъ с;(1лать такъ, чтобы коллинеащя ^ 
преобразовала ось сг,=0 въ х^=^0, Такъ какъ коллинеацш 
гГ втораго порядка, то рна будегь преобразовывать ось а?,=0 
въ х,=0. Ось.а:4=0 преобразуется сама въ себя. 

Если такъ, то формулы коллинеащи ;Т таковы: 

3^: хх,=рх,, ^'x,^^x,, 'Гх,=гх,. . (56) 

Соответствующая подстановка выразится такъ: 

ГГ: Ь=РЬу ?.=??з. ?.==^?^• (57) 
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Такъ какъ. эта подстановка 3" — втораго порядка, то должны 
им'Ьть м'Ьсто равенства: 

р»= 1, дг=:1 . (58) 

ОпредЬлитель подстановки (57) долженъ равняться единиц*. 
Отсюда еще равенство: 

—р^^^^. (59) 

. Изъ равенствъ (58) и (59) слЬдуетъ: 

_р=_1, г^1. (60) 

Формулы (57) принимаютъ видъ 

Г^: ?1=— ?п Ь—1Ьу Ъ=-Ь' (61) 

Величина д зависитъ отъ величинъ а, ^, у, входнщпхъ въ 
формулы (48). Дадимъ этимъ коэффищентамъ временно про- 
извольную но опред-Ьленную систему значешй а^, ^„, Уо^под- 
ставимъ въ формулы (48). Полученные результаты обозначимъ 
буквами: 

?/, ?/, Ь"- (62) 

Ясно, что 

?.--^?/, ?,=!-?,',?,=?- ?,"• (63) 

^П Но 10 

При обход'Ь около точки х=^1 величины (62) испытываютъ 
преобразовдн1е подобное преобразованхю (61): 

Ъ'^-9Л 9■/=Зо?а^ ?г-1-9Л (64) 

30 

гд-Ь (/о им-Ьотъ вполн'Ь оцред^Ьленное конечное числовое значе- 
ше отличное отъ нуля. 

Изъ формулъ (63) и (64) нДходимъ новое выраженхе той-же 
подстановки 9": 

9-:' 1 = -ъ, ь=^-^о,.Ь=^оЬ- (65) 

Л Г Зо 10 Р 
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а 3 

Мы уже выбрали числовую величину для - , но величина ^ 

Т Т 

до сихъ поръ оставалась произвольною. 

Мы ее выбереиъ такъ, чтобы ик-бло м'Ьсто равенство: 
т. е. полоашмъ 



(66) 



1^-гА. (67) 

V ЗоТо 

Тогда равенства (65) аримутъ ввдъ: 

^: ^=-(р,,"^,=_,-(р„ У,=»(р,. (68) 

Обходъ около точки х=0 ъъ обратноиъ наоравденк р'авно- 
силенъ подстановке 8^ по той-же причине, какъ и въ случа'6, 
ра8СМ01р1>ннонъ въ прошлой главЪ. 

Изъ формулъ (53) и (68) находинъ ВЕфажеше подстановки 8^: 

8^: Ъ=Ь^ Ь=Ь^ ?.=?. • (69) 

Положимъ для краткости 

53-= и. (70) 

Подстановка 17 есть круговая замена буквъ ср,, 9«; ?з> Она 
выражается форнуламп: 

, ^- "?.=?*> ?«=?». ?=.=?. • (71) 

§ 19. Ур«в|е|1я оеновюй снстсяы. 

Изъ форнулъ (53), (68) и (71) тотчасъ находимъ формулы 
соотВЪтствующихъ коллинеащй: 

5: т^,=— КС,, т^,=»а;„ тж,=~аг,, (72) 

3': т^, = — о-,, т^=— м?,, т1с,=а., (73) 

8^=11: т^=аг„ т^,= а-,, тж,= а;, . (74) 
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Ивъ формулъ (72) яаходшгь выражеше коллгаеащя /9*: 

га:,= — а?5, тя?з=гя?.. . (75) 



ТЯГ/ 



■ гх. 



4 9 



(76) 



(77) 



Возьмемъ уравнеше 4-го порядка въ санохъ общемъ ведЬ: 
А^ а\ ^-^А^х^ *-^А^х^ ^-^В(Х^ ' ор,-* В^х^ ' х^-^В^х^ ' х^ - 

-нД д;,' X, *-1- Дх, ' я:, 'н- Д ж, * ж,*-*- 

Посл^ выподнешя коллинеащи ^5^' уравнете (76) прини- 
З1аеть видь: 

-4, х^ *^А^х^ ^-\-А^х^ *н- гВ^х^ % — ^В^x, %-^ В^х^ \ -•- ^ 
-нС.а:, ' х^—гС^х^ ' х^-^С^х^ ' я?, — 

— Дя?,' я?,*-4- Дя?з' ^1*— А^с' ^.*-^ 
-#-«Д я;, ' яг^яГз — Дя:^' яГдЯ:,-!- «ДаГд * я.\я;2= О . 

Уравнеше (77) будетъ тождественно съ уравнетехъ (76) 
только тогда, если юАеп и^сто одинъ изъ сл^дующихъ че- 
тырехъ случаевъ: 

1) Если В,=В,^С,^С,=Ц:=П,=^Е,=Е,=Е,=0; 
уравнете (76) въ этомъ случаЬ принимаетъ видь: 

А,X,'^А,X./'^А^X,''^В,X^'X^^С^X,Ч,-^^,X,^X,^= 0. (78) 

2) Если 

А,=А,=А,=В,=В, =С,=С,=Д =Д=Д=Д =0: 
уравнеше (76) въ этомъ случа'Ь принимаетъ видь: 

В^х^' х.'^С.х,^ х,-^Е,х,^ х,(р,-^Е,х,* х,х^==^0 . (79) 

3) Если 
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уравневхе (76) въ этомъ случа^Ь принимаетъ видъ: 

В^х^' х.-^-С^х^' х^=0. (80) 

4) Если 

=Д=Д=0; 
уравнен1е (76) въ этомъ случа* принимаетъ видъ: 

В.х.'х.'-^В.х, • т,'ч-Е,х,^х,х^=0. (81) 

Формулы (74) коллинеащи ГГиоказывають, что уравнеше(76) 
не доляьно меняться отъ круговой перестаповки буквъяг^,а;2 9а;.^. 

Обращаясь къ уравнешямъ (79), (80), (81), мы видимъ, что 
они МЕНЯЮТСЯ отъ круговой перестановки буквъ x^^ х^^ х^ при 
всевозможныхъ числовыхъ значешяхъ коэффищентовъ. Поэтому 
случаи: 2-ой, о-1й и 4-ый невозможны. Уравнете (76) должно 
приводиться къ виду (78). 

Уравненхе (78) не будетъ меняться от*^ круговой переста- 
новки буквъ г,, х^^ а?., только при сл-Ьдующихъ услов1яхъ: 

Д,=б;=2>.^=0, А,^зА,, А,=зА,, (82) 

г;^ 3 есть одинъ изъ корней третьей степени изъ единицы. 
При услов1Яхъ (82) уравненхе (78) принимаетъ видъ: 

а^1*-^У^2*-*-;*я^/=0. (83) 

Это уравненхе не должно м^^няться отъ коллинеащи 6^, опре- 
деляемой формулами (72). Выполнивъ коллинеащю Я^ въ урав- 
неши (83), им'Ьемъ: 

^^ '-^Р а?.2 '-^3^, '= О . (84) 

Уравнен1е (84) тождественно съ уравнешемъ (83) только при 
услов1и: 

Въ такомъ случаЬ уравпсн1е основной кривой ^Рпринимаетъ 

видъ: 

х,''^х,'^х./=0.*) (85) 

*) Это уравнен]е вабдено Длкомъ и лрпведево въ его иеиуар^^ почти 
безъ доказательства. Си. Буек. Ко112 иЬег е1Пё герт1&ге Шетапп^всЬе 
Б1асЬе УОШ безсЫесМе (1ге1 ипй е1пе ги^еЬсп^е д^огтакигуе" У1ег1ег 
Огйпивд. Ма1ет. Апп. Ва. ХТа Стр. 512. 

17 
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Первичная форма Щ„ <^^, ?,) выражается такъ: 

Р{Ь, ?., ?:.)=?. *-»-?.*-^?/- (86) 

Вычнсляа ковархантъ Гессе Я(^,, (р,, «р^) обычнннъ спосо- 
бомъ, находииъ: 

Ь>п ?.' ?.)=(?! ?«?з)*. (87) 

Сравиивъ первую изъ форму лъ (4) съ формулою (87), находвнъ 

./■<*(?.. ?аГ?а>=?,?.?з- (88) 

Какь и сл!бдовало ожидать, кривая 

/ев(а?о «.» 2;»)=0 

есть совокупность трехъ прямыхъ лиши, принятыхъ наки за 
оси координать. 

Формы /*,(({>,, о., Шз) и /'^^^^, (р», ?з) МЫ МОЖвМЪ ВЫЧИСЛИТЬ 

помощью пр1ема Елейна, взложеннаго въ прошлой главЪ *} . 
Внеся въ выражеше коварганта: 

д^ д*!' д'Р д[^ 
д*Ж д*Г д'Р дГ^ 



дТ д*2?' д*2?' (^/"^ 



= 



(89) 



Со С* ^ о 

формулы (86) и (88), и внполнивъ внчислешя, находимъ та- 
кую форму: 

?1'?/-^?/?з*-*-?з*Т**- (90) 

Она должна равняться или первичной формЪ или произве- 
ден1Ю нЬсБолькихъ первичныхъ формъ. 



*) ТЁпъ же пр1ехомь пользуется и Дпкъ въ приведенной выше работе. 
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Всякая не равная нулю первичная форма въ разсматривае- 
номъ нами случае должна принадлежать къ одному цвъ четы« 
рехъ видовъ: 

Г^.Г^./пП^-^^^- (91) 

Степени этшсъ формъ соответственно равны: 3, 8, 12, 24. 

Форма (90) не можетъ быть проваведешемъ мьасолькиял 
формъ (91) . Она, необходимо, равна /^ . 

Итакъ 

/о(?., ?*, Ь)=Ъ*Ь*-^Ь*Ь*-^Ь*Ъ'- (92) 

Внеся въ выражете ковар1анта: 






(98) 



^ Со ^ 

формулы (86), (88) и (92), находимъ: 

(?. • Ь '^Ь ' ?< *-»-?. ' ?. *)~(9. • Ь *-^?. • ?з *-^ Ь ЧИ) • (94) 
Форма 12-ой степени (94) равна одной или нроизведешю 

н^сколькихъ формъ вида (91). 

Это возможно только въ томъ случа'Ь, когда форма (94) равна 

форм* /;((р,, ?„ (р,): 

(95) 

Между формами: /*ео»/о9/< должно су о^ествовать соотношеше: 
СоГо'-Г^^с/.^ (96) 

Съ ц^лью опред&гешя числовыхъ величинъ с^ и с^ посту- 
пимъ сл'Ьдующимъ образомъ. 
1) Беремъ систему величинъ: 



;г1 



?1=0, ?,=е*, ?, 






(97) 



17* 
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удовдетворяющихъ уравненш 

?/-ь-?.*-^?з*=0. (98) 

Вставивъ величины (97) въ формулы (88), (92), (95), полу- 
чаемъ соотвЪтствуюпця числовыя величины этихъ формъ: 

/^ео=0, /;=-1, /;=2. (99) 

Вставивъ числовыя величины (99) въ равенство (96), находинъ: 

— Со=4с,, 
откуда 

с^=—\с,. (100) 



2) Беремъ систему величины 



1 - 5! 



(>01) 



тоже удовлетворяющихъ уравненш (98). 

Вставивъ величины (101) въ формулы (88), (92), (95), по- 
лучаемъ соотв'Ьтствуюпця величины этихъ формъ: 



«УГ4 



/•.о=у'2е*,/;=-з, /; 



(102) 



Вставивъ числовыя величины (102) въ равенство (96), на- 
ходимъ: 

27 Со -«-4=0, (103) 

откуда 

^0=-^. (104) 

Ивъ формулъ (100) и (104) слЬдуетъ 

с,= ^^ (105) 

Внеся выра»ен1я: (86), (88), (92), (95), (104), (105) въ ра- 
венства (2) и (3), находимъ основную систему уравнешй въ 
окончательномъ видЬ: 
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- (и, Ч •-н Щ 'н- и, ')У : 2ЦщщУ= I 

|*/-*-«/-4-1 = 0. (107) 

§ 20. Геонетр1чебк1я предетав1е|1я. 

Повторяя гЬ же разсуазден1я, кашя мы привели въ парах'раф'Ь 11 
главы и, мы можемъ провести на правильной Ршсановой поверхно- 
сти 919(г поесть сЪчешй и, деформируя бе8ъ складокъ н.разрывовъ, 
превратить эту поверхность въ плоск1й криволинейный много- 
угольникъ . Полученный такинъ образомъ многоугольникъ ока- 
жется подразд'Ьленнымъ на 2.96 треугольниковъ, нзъ кото- 
рыхъ 96 (б'Ьлаго цв'Ьта) будутъ соответствовать верхнимъ по- 
луплоскостямъ поверхности Э^дб, а остальные 96 треугольни- 
ковъ (чернаго цвЪта), — нижнинъ полуплоскостямъ поверхности 
9\.,^. . Пара смежныхъ треугольниковъ составить четыреуголь- 
никъ, слуакащ1й отображешемъ ц'Ьлаго листа поверхностиЭ^рс . 
Такихъ четыреугольниковъ будетъ всего 96 . Поэтому всю по- 
лученную нами сЬть четыреугольниковъ мы обозначимъ симво- 
ломъ 2<^д,. . Она изображена на черт. П (въ конц'Ь работы). 
Обть Р^^ занимаетъ площадь шестнадцатиугольника, ограничен- 
наго дугами круговъ. Стороны этого многоугольника попарно 
между собою эквивалентны. Если вообразимъ 006*6 площадь 
многоульника Р^^ с]1!Ьлв1.ееою изъ эластичнаго матерхала, то мы 
можеыъ, выгибая, сжимая и растягивая эту площадь въ про- 
странств']^, безъ складокъ и разрывовъ, соединить ъжЬстЪ со- 
отв^тственныя точки эквивалентныхъ сторонъ. Склеивъ эти 
стороны, получаемъ выпуклую однолистую замкнутую поверх- 
ность 5,в . 

Каждому четыреугольнику сЬти Р^^ или 5»б соотвЬтствуетъ 
сво:я подстановка группы 0^^ . Формулы этихъ подстановокъ 
мы запишемъ на самихъ четыреугольникахъ с^ти Р^.. 

ОвЬ могутъ быгь составлены гЬми же прхемами, какъ и въ 
прошлой главе. Во изб^жате повторешй мы не будемъ оста- 
навливаться подробно на свойствахъ чертеака П. 

Укажемъ только на нЪкоторыя главнЪйппя его особенности. 
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I 

Около уздовыхъ точекъ с^ти, гд$ треугольники сходятся 

углами въ ^, поставлены стрелки, направленння въ сторону, 

обратную движенш стрелки часовъ. 

Формулы четыреугольниковъ, сходящихся вершинами около 
такой точки, разнятся другъ отъ друга только символическими 
множителями 

1, ^5, 5^, 5^ 5*, 5' 5^^ 8\ 

поставленными съ правой стороны формулы. Умножая формулу 
одного изъ этихъ четыреугольниковъ изнутри на б', мы какь 
бы поворачиваемъ его около вершины по направлешщ стркиш 

на уголъ "5-. 

Подобное же значевхе им'Ьюгъ стрелки, поставленныя около 

узловыхъ точекъ сЬищ гд'б треугольники сходятся углами въ ^ . 

Эти стрЬлки направлены въ сторону движешя часовой стрелки. 

Символическое умножеше формулы четыреугольника справа 

на 53" соотв-Ьтствуетъ какъ бы повороту четыреугольника около 

одной изъ его вершинъ на уголъ — по направленш стрелки 

Посмотримъ, кашя стороны 16-угольника Р^^ между собою 
эквивалентны. Обойдемъ контуръ многоугольника въ прямомъ 
направлеши (въ направлеши, указываемомъ стрелками, поста* 
вленными вдоль сторонъ) и перенумируемъ эти стороны. 

Лостроимъ ломанную Р^^^^^^^^Р^^^Р^^ Будемъ ее считать 
направленною отъ Р^ къ Р^ . Первый отр-Ьзокъ ея Р, ^^ со- 

ставляетъ съ направленхемъ стороны 1-ой уголъ въ -^. Отъ каж- 
дой нечетной стороны 1 6-угольника 2^5, ^ можно провести только 

одну ломанную, подобную Р^^^Р,^.^Р^^^^Р^. 

Она соединяетъ нечетную сторону многоугольника 2^,^ съ 
одной изъ четныхъ. Ломанная Р^^^Р2^^Р^^^Р^ соединяетъ 
сторону 1-ю съ 6-ой. Разсматриваемая ломанная аналогична 
той, которую мы ВИДЕЛИ въ прошлой глав!;. 

Поэтому естественно ожидать, что сторона 1-я въ данномъ 
случае будетъ эквивалентна 6-ой. Пров'Ьримъ это предполо- 
жеше. 
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Стрелка, поставленная около вершины ^./'', показываетъ, 
что, умноживъ формулу четыреу го льника съ вершиною въ А^^у 
т. е. формулу 

5\Т5\Т (108) 

справа на /5, мы получимъ формулу новаго четыреугольника 
смежнаго съ нимъ вдоль стороны 6-ой иле, что то-же, — фор- 
мулу четыреугольника, примыкаю щаго къ сторон'Ь эквивалент- 
ной со стороною 6-ой. Если наше предположеше справедливо, 
то сказанный четыреугольникъ долженъ примыкать къ сторонЬ 
1-ой и им'Ьть вершину въ А/, 

Формула этого четыреугольника такова: 

ГТ>»\Т. (109) 

Для справедливости сдЬлаинаго нами предположен1я объ экви- 
валентности сторонъ 1-ой и 6-ой необходимо и достаточно 
чтобы им'Ьло м4сто равенство: 

5^ ,Т5* гГ. 8=-у8' -Т. (110) 

Изъ формулъ (53) и (68) мы непосредствеоно убеждаемся 
въ томъ, что формулы подстановокъ 

одинаковы. ОкЬ выражаются такъ: 

?,=—?.. ?^=— ?.> ?з=?.- (111) 

Д'Ьйствительно, стороны 1-я и 6-я эквивалентны. 

По той-же причине всЬ 8 ломанныхъ, построенныхъ такъ же 
какъ Р^^^Р,^.,Р^^^Р^^ будутъ соединять попарно эквивалент - 
ныя стороны. 

Поэтому мы въ прав'Ь назвать эквивалентными следующ1я 
стороны 16-угольника Р\,: 

1-ую и 6-ую, 3-ью и 8-ую, 5-ую и 10 ую, 7-ую и 12-ую, 
9-ую и 14-ую, 11-ую и 16-ую, 13-уюи2-ую, 15-ую и 4-ую. 

Отсюда находимъ, что между собою эквивалентны точки: 

1) -^3 > -^4 ? -^2 > -^2 5 ^1 ) -^2 > -^2 > ^2 ? (112) 

2) А,\ А/', А,'", А"\ (113) 

3) А:,А:\АГ,Л,'\ (114) 
Въ § 17 мы вид'Ьли, что подстановка 6^ не м'Ьняетъ двухъ 
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точекъ А^ и А, кривой Р (си. черт. 11), а дв'Ь точки Л^и^^ 
она преобразуетъ другъ въ друга. Теперь легко видеть, кашя 
точки черт. П соотв4тствуютъ точкамъ А^, -4,, -^,, А^ . 

Когда мы преобразуемъ координаты точекъ группы Р^^^на 
кривой Р подстановкою /9, то мы умножаемъ снаружи на /8^ 
соотв^тствуюпця имъ формулы четыреугольниковъ сЪти 2^,,- 

Такое наружное умножен1е на символъ /8^ равносильно пово- 
роту всей фигуры 2^9 6 на уголь -^' около ея центра. 

При этомъ повороте цвнтръ А, остается неподвижнымъ, а 
эквивалентный между собою точки 

перемещаются въ круговомъ порядке. На поверхности $$« 
точки (112) совпадаютъ между собою въ одной точкЪ, кото* 
рую мы можемъ обозначить одною буквою А^. 

Ясно, что точки А^ Е А, поверхности §5 в соотв4тствуютъ 
точкамъ А^ и А:, кривой Р. 

При поворот* многоугольника 2%« около А^ на уголъ -д 

точки (113) совмещаются съ точками (114), и обратно. 
При двукратномъ поворот* многоугольника Р^^ около А^ на 

27Г 

уголъ -5" какъ точки (113) такъ и точки (114) перемещаются 

о 

между собою въ круговомъ порядкб. 

Точки (113) между собою дквивалентны, и на поверхности $,( 
соединятся въ одну точку А^, Точки (114) на поверхности 5„ 
соединятся въ одну точку А^ . 

Ясно, что точки А^ и А^ поверхности 5в« соответствуютъ 
точкамъ А^ и А^ кривой Р. 

Формулы, поставленный на четыреугольникахъ с^ти Р^^ не- 
посредственно даютъ намъ возможность построить выражешя 
для вс^хъ подстановокъ группы О^^: 

А, А;=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ^ (115) 

г=о, 1, 2, 3. 
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ГЛАВА IV. 

Остальные виды основныхъ системъ уравнвН1й втораго 

типа *). 

§ 21. Второ! ввдъ уравкшИ втораго пм. 

Въ прошлой тлавЬ мы нашли основную систему уравнешй 
перваго вида втораго типа: 






и. 



-1=0. 



(1) 
(2) 



Положивъ, какь и въ прошлой глав1>: 



(3) 



*) Эти виды бши найдены Дикомъ. См. ЛУаШсг Вуск: 

а) (ТеЪег ге^1^ уег2511ге]д1е ШешаппвсЬе РШсЬеп ип(1 (Не (1игсЬ 816 <1евп^^^еп 
1гга11опаИШеп. Мйпскеп 1879. 

Ъ) ПеЪег АаЫеИап^ ипд 11п<;ег5с1шп^ уоп Сгирре пп(1 ХггаНопаНШ^ ге- 
рт1&гег ШетаппвсЬег ГГйсИеп. Ма111ета118с11е Аппа1е11, Вс1. ХУН. 

с) N0112 йЪег е1пе гертШге К1етаппзсЬе ГХ&сЬе тот ОевсЫесЬЪе <1ге1 тк1 
<]1е гп^еЬбп^е ,,Когта1сагуе^ У1ег1ег Ог(1пш)9. Ма1;Ьет. Аппа1еп, В(1 XVII. 
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можемъ представить уравнешя (1) и (2) въ такомъ вид$: 

-4/'ЛТп Ь> ?,):/■.*(?., ?„?,): ^^^соЬп ?„ ?,)=а?:(ж-1):1, (4) 

Щ„ ?« ?,)=0. . (5) 

Уравнешя (4) и (5) инвархантны относительно нодстановокь 
группы 0,^. Основный подстановки 9Т0Й группы таковы: 

& ?,=—»?„ ?!=»?„ ?,=—?., (6) 

Представимъ уравнен1е (1) въ слЪдующекъ вид§: 



/1*(Ц., Щ) _„ , 
Введемъ вм'1сто х новое перем'Ьннос /, полагая: 



(1') 



1^ _ 1М. Ц.) (§4 

Изъ равенствъ (Г) и (8) находимъ: 

х=\^1\ (9) 

Мы знаемъ, что фупкщи и^ и и^^ удовлетворяющхя уравне- 
шямъ (1) и (2), распространены однозначно на прг^вильной 
Римановой поверхности 91, е- 

Подъ вл1яшемъ сд'1ланнаго нами преобразован1Я независи- 
наго перем']&ннаго (8), поверхность Э^^^ изм'^^нится: она пре- 
образуется въ некоторую новую поверхность 91'. 

Каждой точкЬ поверхности 915,,; соотв-Ьтствуеть единственная 
вполне опред:Ьленная пара величинъ и^^ щ. Внеся эти вели- 
чины въ формулу (8), находимъ вполне определенную вели- 
чину новаго перем'бннаго I. 

Обратно, равенство (9) показываетъ, что всякому значешю 
новаго перем^ннаго I соотв^тствуетъ единственная и вполне 
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опред']^ленная величина прежняго перем^ннаго х. Если такъ, 
то равсматриваемое преобразованхе взаимро-однозначное. 
Отсюда вытеваеть рядъ сл'6дств1й. 

1) Родъ поверхности 94' — хоть же самый *), какъ и родъ 
поверхности ЗЧ.,^: онъ равенъ 3. 

2) Величины Щу щ^ опред']&ляемыя уравнешями (8) и (2)^ 
суть функцш типа и для преоб]разованной поверхности Э1' **) . 

3) Уравнен1я (8) и (2) составляютъ основную систему урав- 
нен1й, соответствующую поверхности 91'. 

4) Поверхность Э\' должна быть правильною. 

5) Такъ какъ порядокъ \равнен1я (8) вдвое ниже порядка 
уравнешя (1), то число листовъ поверхности 9\' будетъ вдвое 
меньше числа листовъ поверхности Я^с^д: оно равно 48. 

6) Группа линейныхъ неоднородныхъ подстановокъ, соответ- 
ствующая основной систем* уравненШ (8) и (2), должна со- 
стоять изъ 48 различныхъ подстав овокъ. Порядокъ ея равенъ 
48. Мы можемъ ее обозначить символомъ /7^,. 

Каждая изъ подстановокъ группы д^^ оставляетъ безъизм'Ь- 
нен1Я выражен1е (8). Она подавно не будетъ изменять выра- 
жеше (1'). 

Отсюда слЬдуетъ, что всЬ подстановки группы (/,^ входятъ 
въ д^^. Группа д^^ служить подгруппою для д^^. 

Изъ равенства (9) видно, что критическими точками корней си- 
стемы уравнешй (8) и (2) могутъ служить только сл-Ьдующтя точки: 

^=сс, О, н-! и — 1. 

действительно, только при этихъ здачешяхъ переменнаго I 
величина х можетъ сделаться равною ее, -*-1 или 0. 
При ^=0 уравнеше (8) принимаетъ видъ: 

Мы видели въ прошлой главе что эта кривая черезъ каж- 
дую свою точку пересечешя съ кривою (2) проходи гъ только 
однажды. Следовательно ^=0 не есть критическая точка. 



♦) См. маву IV, § 15 отдела I. 
*♦) См. тамъ же. 
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При ^=ех;) уравяеше (8) принимаетъ видъ: 

Следовательно при /-^гсо лежать четнрехратныя винтовыя 
точки поверхности ?/{' , 
Возьмеиъ формулу 

ГХ^п ^.)-^V^^^^{и,,Щ). (10) 

Внесемъ въ нее вместо /*,(?(,, и^) и /*^(ц, щ) выражешя 
втихъ функцШ} определяемый равенствами (3), и зат^мъ, поль- 
зуясь уравнен1емъ (2), заменимъ величину и^* равною ей ве- 
личиною 

-1-и,\ 
Выражеше (10) примотъ видъ: 

Введемъ обозначен1е: 

— 1-^1/3 г 1^^ 
^= 2 =е ^ . (12) 

Выражеше (И), или, что то же, выражеше (10) приметь 
сл^дуюпцй видъ: 

А(«1, «.)-Зу^гГ^Ч^1, ^0=2(и,^->*)\ ; (13) 

Отсюда сл-Ьдуетъ, что вычтя по -ь 1 изъ обЬихь частей ра- 
венства (8), мы получимъ: 



или, на основаши третьяго изь равенствь (3): 



(14) 
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Такимъ хе обравожь найдемъ 

Изъ формулъ (14) и (15) видно, что какъ при ^=-1-1, такъ 
и при ^= — 1 лежать трехкратнна винтовыя точки поверхно- 
сти 91'. 

Введемъ вместо I новое переменное х\ полагая ^ 

ар'=Ц^. (1С) ^ 

Изъ формулъ (14), (15), (16) найдемъ: 

К -^У'^ («. -Л'- Зу^З г(щщу= а^: {а^-1) : 1 . (17) 

При<;оединивъ къ уравнешю (17) уравяеше (2), находимъ 
ивучаемую нами основную систему уравнешй въ такомъ видЪ: 

(«/-Л':(".*-Л':Зу/Зг(и.«,)^=а;':(а;'-1):1, 1 ^^^^ 

Этой системе травненШ соотв^тствуютъ сл^дуюпця характё- 
рвстнчешя числа: ^ ' 

^^=48, А^=4, Хо=3, А.=3, >;=12, V^=3, '.,=4, V.=4. (19) ! 

I 

Они пом'Ьщены въ строке III таблицы (79) главы I. 

Мы относимъ основную систему уравнешй (18) ко второму 
типу потому^ что основная кривая Р выражается т^мъ же 
уравнешемъ (2), какъ и въ прошлой глав*!. 

Правильную Риманову поверхность, соответствующую ура- 
внешямъ (18), мы обозначимъ символ омъ 9^^^. 

Она получится изъ поверхности 91' линейнымъ преобразо- 
ватемъ перемЬннаго: 

х= -у- . (1Ь) 
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Такъ вакъ преобраяоваше (16) взаа1[ноч>дно8нашое, то о по- 
верхности ?Я^^ ножно повторить всб ТО, ЧТО бндо СЕазано о 
поверхности 9?'. 

Ивъ равенствъ (9) и (16) сл^дуеть: 

х=—^х\х'—1). (20) 

Поверхность ?И^^ получается изъ 91,6 помощью преобраво- 
ванк (20). 

Преобразоваше (20) поверхности ?Я^^ взаимно - однозначное 
по той же причине, какъ и разсмотрЪнное выше преобразо- 
вате (9). Въ самомъ дЬл%, изъ уравнешй (17) находимъ: 

а^= ^'';!-^^' . (1Г) 

Изъ формулъ (17') и (20) видно, что каждой точкЪ поверх- 
ности 9^9,; соотв^тствуетъ единственная величина перем&ннаго 
х' и обратно: каждой величине перем^ннаго х' соотв^тствуетъ 
единственная величина перем^ннаго х. 

Будемъ по прежнему обозначать буквами 9п?8 9?з выбран- 
ную нами въ глав*! Ш систему линейно -независимыхъ функщй 
типа ср для поверхности 91, ^ • Соответствующей имъ функщй типа 
9 для поверхности 9^4 8 мы обозначимъ буквами 9/9 ^/^ ?/• 

Между этими двумя системами функцШ существуютъ соотно- 
шетя: 

, Лх , (Лх , Лх *) ,^,, 

"^^ =?' 5?' ^^ =^^' 5^^' ?^ =?^ 5^' • ^^^^ 

Равенство (20) позволяетъ привести эти выражен1Я къ та- 
кому виду: 

9/=-4(2я?-1)?п?/=-4(2^-1)Ь,?з=-4(2я^-1)?,-(22) 

Отношешя функщй (р/, ф/, <р/ между собою тЬ же самня, 
какъ и отношен1я функщй Ф^^ ^2 9 фз*: 



*) Сравн. отд*хь I, главу IV, § 16, формулы (22), 
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(23) 



Отсюда сд^дуетъ, что уравнен!я (18) можно представить въ 
слгЪдующемъ видЬ: 



= х':{х'-1):1, 






Введемъ обозначешя 

/;' (?.'. <р/, ?з')=?.'*-у?/*, 
/;' (?.', ?/, ?/)=?/*-^*?/*, 
/•-'(?/, ?/, ?;)=?/?/?/, . 

7равнен1я (24) выразятся такъ: 

/;"(?/, ?Л?з') :/;"(?/, 9Л ?/): 1 
:ЗУ 3 »Г«,Ч?.', 9/, ?,')=а^: (а^'-1) : 1, 
Щ/, ?.', ?/)=0. 5 

Сравнивъ между собою формула (3) и (25), найдемъ 






(24) 



(25) 



(26) 



(27) 



Воварханты Д Т, 7 формн ^^(9/, <р/, <р/) выравятся т^мн 
же формулами, вакь и въ прошлой глав!»: 
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ЩЛ ?/, ?/)=/•.. Ч?.', ?/, ?/) /о(?.', ?/, ?/), ' (28) 
^(?.', ?/, ?/)=^»*(?/, ?/, ?/) /1(9.', ?/, Т/) *)• I 
Изъ равенствъ (27) и (28) сл4дуетъ: 

= /^00 '(9/, ?Л 9з'){/;"(?/, 9/, 9/)-*-//'(9/. 9/,9з')}. | 

Это согласно съ формулами (63) главы I, § 4. 
Въ прошлой глав']^ мы нашли, что 



гд* 



**\ 



4 ***) 

^"^~ 27 



(30) 



Вставимъ въ первую формулу (30) вместо 9|, <р^, срз выраже- 
Н1Я втихъ функщй черезъ (р/, о/, ^з'^ Д^^^аемыя равенствами (22). 
Принявъ во вниман1е второе изъ равенствъ (27), найдемъ: 

ГЛ?^ 9/, 9/) = -4^^^^->-1)"■'ч2^с-1)^ (31) 
Внеся въ эту формулу вместо х его выражеше (20) получимъ: 

/оо'(?/, ?/, ь')=-'^^\/^^-'(я>-^^^*^ . (32) 



•) См. главу III, § 14, формулы (4). 
♦*) См. главу III, § К*, формулу (18). 
*♦♦) См, главу III, § 19, формулу (104). 
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Изъ равенствъ (26) и (32) находинъ: 






(33) 



Т'Ьм'ь же способомъ, какъ и въ двухъ предшествующихъ 
главахъ, мы можемъ найти выражеше о/ черезъ щ и и^ при 
помощи уравнешй (32) и (26). Выполнивъ вычислешя, по- 
лучимъ: 

или, на осиоваши рав€|нствъ (27). 

Зная, что 
мы можемъ найти для 9/ и (р/ выражешя, подобныя (35). 



Им^я величины характеристическихъ чиселъ (19) и пользуясь 
формулами (117) и (129) главы I, находимъ корни Фуксовыхъ 
уравнешй для дифференщальной резольвенты въ разсматривае- 
момъ случае. 

Эти корни таковы: 

1 2 \ 

1) при я;=0: «^1=0, г,=— д-, /з= — з"' 

1 2 

2) при я?=-ь-1; г,=0, г,=— ^, г.^= — -^\ ( (36) 



9 3 5 

3) при х=оо: ^1=4-' ^^=2' ^'"^4" 



18 
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Найдя эти корни Фуксовыхъ уравыешй, можемъ построить 
дифференщальную резольвенту, привгЬняя тЪ-же прхемы, ка- 
кими мы пользовались ]^ъ главахъ II и П1. 

Въ результат* получимъ: 

(37) 



Мы обозначили символомъ д^^, группу неоднородныхъ ли- 
нейныхъ подстановокъ основной системы уравненШ (8) и (2) 
и видЬли, что она входить въ группу д^^, соответствующую 
основной систем* уравнешй (1) и (2). 

Та же самая группа д^^ будетъ соответствовать основной 
систем* уравненШ (18). 

Это значитъ, что всякая пара величинъ и^^ щ^ удовлетво- 
ряющихъ уравнен1ямъ (18), при всевозможныхъ обходахъ на 
плоскости перем*ннаго х' будетъ испытывать линейный пре- 
образован1я группы д^^. 

При т*хъ же обходахъ функцш ?/, (р/, (рз' ^ТХГ^ испы- 
тывать н*которыя линейный однородный преобразован1я. Сово- 
купность этихъ линейныхъ подстановокъ составить х'руппубг^,. 
Разсмотримъ свойства этой груп!ны. Сравнимъ ее съ группою 
О^^^ разсмотр*нною въ прошлой глав*. 

Прежде всего зам*тимъ, что подстановки группы Сг^^ совер- 
шаются надъ величинами 9/7 ?/, ?/? тогда какъ подстановки 
группы (гэв совершаются надъ величинами сро 92) ?з- 

Возьмемъ дв* линейный подстановки: пусть первая нзъ нихъ 
совершается надъ ср/» ф,', ?/, а вторая — надъ «р^ ?„ ?з- ^^^^ 
соотв*тственные коэффпщенты ихъ одинаковы, то мы усло- 
вимся обозначать об* взатыя подстановки однимъ и т*мъ же 
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сшьодоиъ. Такъ, выше мы обовначилв снюолами 8 ш ^ под- 
спновке: 

5: ?!=-»?„ Ь= »?1» ?.=--9.. (6) 

ЗГ: ?.=—?., "?,= -»?.1, 9,=»?- (7) 

Согласно только фо схЬланному услов1ю мы будемъ обовна- 
шть тЬия же символами 5 и 5^ слйдуюпця дв-Ь подстановки 
величинъ о/, 91'» 9»'- 

« ^;'=-*ср/, ■^/=,>/, "^/=-<р/, (6') 

З': ?:'=-?/,?,'=-«?,',?/=<?/. (Г) 

Обратимся къ найденннмъ выше формуламъ (20) и (22). 

Формула (20) покавываетъ, что каждому сомкнутому обходу 
яа плоскости перем^ннаго х' соотв'Ьтствуетъ тоасе сомкнутый 
обходъ на плоскости перемЬннаго х; а изъ формулъ (22) вид- 
но, что посл'Ь каждаго сомкнутаго обхода на плоскости пере- 
мЪннаго а;' величины ^/^ 9/, Т/ испытываютъ совершенно та- 
кое же линейное прообраз о ваше, каюь и величины (^^^ 929 ?з- 

Этотъ результатъ можно формулировать тахъ: всякая под- 
становка группы О^^ входить вь (7,^. Иными словами: груп- 
па €г^^ есть подгруппа для О^^. 

Теперь посмотримъ, как1я изъ подстанозокъ группы в^^ вхо* 
дать въ группу О^ ^ . 

Выполнимъ преобразовашя (6') и (7') въ уравнешяхъ (26). 

Помощью формулъ (25) уб'Ьждаемса въ томъ, что 06*6 под- 
становки (б') и (7') ]тьняютъ уравнешя (26). Подстановки 
8 Е ^ въ группу О^^ войти^не могушъ. 

Возьмемъ дв'Ь подстановки: 

5'=5'- и и=^8^. (38) 

Формулы (6") и (7") позволяютъ найти выражешя этихъ под- 
етановокъ: 

ЙГ: ?/=»?/, ■^.'=- <р/, ?/=»■?/,] (39) 

V'- ?;'=?.',?/=?,', ь'=ь'- (40) 

18* 
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Выполнивъ эти подстановки въ 7равнен]яхъ (26), находшгц 
что ни одна И8ъ нихъ не мФняетъ ур^н^в^ (^б)* Надета- 
ноепи 8^ я и входятъ еъ группу в^^. 

Порядокъ подстановки 5' равенъ 4, а порядокъ подстановки 
и равенъ 3. Подстановка, обратная относительно 17^ есть II*. 
Отсюда на основаши равенствъ (38), им^емъ: 

И1И 

Ивъ этого равенства находимъ: 

^8=и'8\ (41) 

Такъ какъ подстановки Л я 8' входятъ въ группу (74,, то 
и подстановка (41), т. е. 3^5, войдетъ въ группу (3^,. 

Если какая-нибудь подстановка 2 группы бг,, входить въ 
въ группу 6^8, то подстановки 

52 и З'Х 

наверно въ группу О^^ [не войдутъ. Въ самомъ дЬлЪ, иначе 
подстановки 8 -л хУ тоже вошли бы въ группу ^^^^ а это невов- 
можно, какъ мы вид-Ёли выше. 

Въ конц'Ь прошлой главы мы наш та веб подстановки группы 
(З^с въ сл^ду»щемъ видЬ: 

8^<5'8\ 8^ ^8''^, *) 

А, 

Равсмотримъ отдельно 1) подстановки вида 

8^^8\ Л, А=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, (43) 

2) подстановки вида 
8^^ 8''^, Л=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; ^=0, 1, 2, 3 . (44) 
*) См. формулы (116) параграфа (20) главы Ш. 
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(42) 



— 277 — 

I. 

Подстановка вида (43) войдетъ въ группу Сг^, тольео при 
усжовш, чтобы сумма 

была нечетною. 

Это воаможно въ двухъ случаихъ: 
а) Н нечетноу к четно: 

Л=2А'-4-1, к=2к\ 

Ь) Н четно, к нечетно: 

Л=2Л', к^2к'—1. 

Въ первомъ случа']^ им^емъ: 

5*д^>5*=5'^'Ц»'*'; Н\ А=0, 1, 2, 3. (45) 

Во второмъ случа'6 им^емъ: 

или на основаши формулы (41): 

8^ ^8^^ 5'А' 17 »5'*'; А^ А'=0, 1, 2, 8. (46) 

П. 

Подстановка вида (44) войдетъ въ группу О^^ только при 
четномъ Л: 

А=2А'. 

При этомъ условш будемъ им^ть: 

или, на основаши равенствъ (38) и (41): 

5*дГ5*'д'=5"Л'г7*5''СГ, V; г=0, 1, 2, З. (47) 

• Ивъ всего сказаннаго сл-Ьдуотъ, что подстановки группы 0^^ 
можно представить въ видЬ такихъ формулъ: 
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5'*' Ц»'*', 5'*' V* 5"*', 5'*' V* 8 



"'V, I 



(48) 
Л', *'=0, 1, 2, 3. 

ВсЪ подстановки (48) между собою различны; число вхъ 
равно 48. Сл^овательно он^ какъ разъ исчерпнваютъ груп- 
пу е,,. 

Фориулн (48) составленн только ивъ двухъ равличнвхъ сии- 
воловъ: 8' ж и. Следовательно группа О,, можете бить со- 
ставлена И8ъ двухъ основннхъ подстановокъ, опред&аемнхъ 
формулами: 

^: 9^'^Ъ', ?. '=-?/, |.'=^?,', (39) 

^- ?.'=?/, ?/=?/, ?/=?/. (40) 

Проведн на правильной Римановой поверхности Э1<в шесть 
сЪчешй и деформируя ват^мъ эту поверхность бевъ складокъ 
и раврывовъ, мы превратимъ ее въ плоспймногоугольникъ^^,. 
Этотъ многоугольникъ будетъ покрыть сЬтью изъ 48 б'Ьлнхъ и 
48 черныхъ треугольниковъ. Онъ ивображенъ на черт. Ш 
(въ конц'Ь работы). 

Сравнивая между собою чертежи II н III, мы видимъ, что 
многоугольники ^Р,в ^ ^4 я почти одинаковы. Соединивъ четы- 
реугольники сбти Р,.,^ попарно вм^ст^», получимъ сбть Р^^. 

Отсюда сл^дуетъ, что на чертеже III эквивалентный сторо* 
ны тЪ аие самый, какъ и на чертеже II. Поэтому мы въ правЪ 
сказать, что эквивалентный стороны многоугольника Р^^ суть: 

1-ая и 6-ая, 3-ья и 8-ая, 5-ая и 10-ая, 7-ая и 12-ая, 
9-ая и 14-ая, 11-ая и 16-ая, 13-ая и 2-ая, 15-ая и 4-ая. 

« § 22. ТретИ шидъ урмиеиШ втораго тнаа.. 

Вовьмемъ найденный выше уравнев]я втораго вида итораго 
типа: 

(и, *-^Г: (щ '^ГУ: 3\/Ьг{щи,У=х': {а^^ 1) : 1, (17) 
«/-над,*-*- 1=0. (2) 
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Первое Н8ъ этихъ уравнетй можно представить въ сл^ую- 
щемъ вид'Ь: 

(«|±4)=-А. (17") 

Введемъ вместо ^ новое перен^Ьнное х\ полагая: 

Изъ уравнееЙ (17'') и (49) сл-Ьдуеть: 

Повторяя разсуждев1я, првведенныя въ прошломъ параграф^., 
находимъ, что преобра8овав1е (49) взаимно однозначное. От- 
сюда вытекаетъ рядъ заключев1й. 

1) Посл^ преобра80ван1Я (49) поверхность 9%^^ зам'1няется 
новою поверхностью Э1'' того же рода 3. 

2) Функщи 14, , и^, опредЪляемыя уравнешями (49) и (2), 
суть функщи типа и для поверхности ^\ 

3) 7равнен1Я (49) и (2), составляютъ некоторую основную 
систему уравненШ. 

4) Поверхность ^\ соответствующая основной системе 
уравнетй (49) й (2), должна быть правильною. 

5) Число листовъ поверхности 91" втрое меньше числа ли- 
стовъ поверхности ^{«в^оно равно 16. 

6) Группа линейныхъ неоднородныхъ подстановоиъ, соот- 
в'Ьтствующая основной системе уравнетй (49) и (2), будетъ 
состоять изъ 16 подстановокъ. Порядокъ ея равевъ 16. Мы ее 
обозначимъ символомъ ^,в. Всякая подстановка группы д^^ вой* 
детъ въ группу д^^. Группа д^^ служить подгруппою дляд^^. 

Введемъ вместо ^ новое перем^ниое х'\ полагая: 
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Уравнеше (49) прихеть видь: 

х"=-и,'. (52) 

Изъ уравненШ (52) и (2) находимъ: 

я;"_1=^,*. (53) 

Свединяя уравнен1я (52) и (53) ввгЬст^, находинъ: 

-«. *: щ ': 1=а?": {х"—1) : 1 . (54) 

Присоединивъ уравнеше (2), привсдемъ разсхатрвваемую 
нами основную систему уравнешй къ такому виду: 

—щ ': и,': 1=а?": (х''—1) : 1, ) 

(55) 

Этой систем']^ уравнешй соотв']&тству10тъ слЪдуюпця характери* 
стичес1ая числа: 

2^=16, Х^=4, )^„=4, \=4, у=4, V^=1, V,=1, >.,=! . (56) 

Они помещены въ строкЬ 1У таблицы (79) главы I. ' 

Мы относимъ основную систему уравнешй (55) ко второму 
типу потому, что основная кривая Р выражается тЪмъ же урав- 
нешемъ (2), какъ и въ прошлой глав^. 

Правильную Риманову поверхность, соответствующую урав- 
невоямъ (55), мы обозначимъ символомъ 3^^^. 

Она получится изъ 91'' линейнЕШъ преобразовашемъ (51). 
Изъ равенствъ (50) и (51) слЬдуетъ: 

0/= ,Г-^)' ■ (57) 

Поверхность 3(^^ можетъ быть получена изъ 91(, преобразо- 
вашекъ (57). 
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Обозначая буквами ^/\ 9/9 ?з'' систеху линейно-незави- 
си1шхъ функцШ типа (р для поверхности Э{««,ножемъ выбрать 
эти функщи такъ, чтобы иы'Ьли вгЬсто равенства: 

,, , Ах' „ , дао' „ , Лт! .-^ч 

?. =?* -^пЬ. =?* ^о Ъ =Ь ^. (58) 

■ли на основан1в равенства (57): 

Зу/З»»"^'— 1)* 

(69) 
.,_ (а^'*-«^>ч-1)« , ^ „^ (а/ м_д.»^1), ^ 

^* Зу^»я;"»(я;"-1)»^" '* 'з у^»а;"Ча^'-1)»^* * 

Отношеша функщй 9.") ?/'> <рз'' меазду собою т% же самня 
хакь и отношения функцШ ^/^ ?/> ^а': 

«.= ^ = ^,= ^-^, е*,= 2V,= 2ц=?^. (60) 
?, ?, ?, * Ь ?. ?, 

Отсюда сл^дуетъ, что уравнения (55) можно представить въ 
такомъ видЬ: 

-?/'*:?/'*:?/"=*"•• (^'-1)-Ь 1 

Г ^ (61) 

Введемъ обозвачев]я: 

, Г (?.", ?/', ?а")=9.", /•."(?.", ?.", ?.")=?/', 1 

Ги\Ъ'\ ?/', ?:.")=?.", . (62) 

Уравнен]я (61) примутъ видь: 

: /".«"ЧФ.", ?/', 9/')=а;": (^^"-1) : 1, ^ (63) 
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Срмижвм фоIШ7^иI (62) и (25), находвмъ 

(64) 

Изъ форхулъ (64) и (29) сл^дуетъ: 

Я(9/', ?/', Ь")= 

(65) 

Это равенство разнится только оббзначен1ями отъ перваго 
равенства (64) параграфа 4 главы I. 

Им&1 величины характеристическихъ чиселъ (56), можемъ 
вычислить корни Фуксовыхъ травнетй для дифференщальной 
резольвенты. Эти корни таковы 

1) при а;=0: 

_1 __1 __3 

^— 4' ^2— 2' ^'"^ 4' 

2) при ж=1: 

_1 __1 __3 ) (66) 
^1 — 4' ^- — 2' ^' — 4' 

3) при а?=со: 

_9 _3 _5 
^— ^ » ^2~2' ^=»~4' 

По даннымъ корнямъ (66) Фуксовыхъ уравнешй можемъ по* 
строить дифференщальную резольвенту, ^гртЛиля^ т% же прхемы, 
которыми ны пользовались въ предыдущихъ случаяхъ. 

Дифференщальная резольвента въ разсматриваемонъ случа{1 
такова: 
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'2-// '^ 



*"• (!г"_1)»0^н-4<г"*К-1)«(2а:"^1)^-» 



йа^ 



-на" 






(67) 



/135 405 » 123 , 3 \ „_ 

\-32-*^ --64*^ -^ 64^-^32; '^-^' 



Помощью равенствъ (66) и (63) можемъ выразить первичныя 
формы 

черезъ переменное о/', применяя т1^-же прЕОмы, которыми мы 
поль80вадвсь|въ главахъ II и III. 
Въ ревультатб находимъ 

и' ('г.", ?.", ?,")=в^'с5г" ~ '^ (а/'-1)" '^, 

/;"(?/'. ?Л ?з")= аг"-'"(^'-1Г^, } (68) 

гдЬ С— некоторое постоянное. 

Изъ равенствъ (68) и (62) сл*дуетъ: 

(69) 
срз^'^СУ''"* ((г''— 1)"''^. 

Чтобы наВти величину постояннаго С, вставимъ выражешя (68) 
въ равенство (64): 



т 



ГЛЬ'\ <?,", ?/')=е * СУ'- •(х''-!)-*. 



(70) 
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Изъ равенствъ (70) и (59) сд-Ьдуеть: 

Вставимъ въ л4вой части этого равенства вместо /"в^Ч?/» ?«'> ?/) 
выражеше (32) этой функц1и и зам^нимъ зат^къ переменное х 
его выражешемъ (57). Выполнивъ вычислешя, мы увидимъ, что 
перем^нныя величины сокращаются и остается равенство, опре- 
хЬляющее величину постояннаго С: 



«1 Ш 



С=2*3^\/с,е' 
Изъ равенствъ (69) и (55) находимъ: 



(72) 



(73) 



9/'=е "^ Си-%-\ 



Т^мъ же разсуждешемъ, какъ и въ прошломъ параграф'^ убе- 
ждаемся въ слЪдующемъ: 1) При всевозможныхъ обходахъ на 
плоскости перемЬинаго а/' величины (р/', (^/\ ф/' испыты- 
ваютъ линейныя однородныя преобразовашя, составляюпця не- 
которую группу 0^^.. 2) При тЁхъ же обходахъ величины 
?/) ?а\ ?з' испытываютъ' совершенно ташя же линейння пре- 
образовашя, входящ1я въ группу (т^^. 3) Если мы условим- 
ся обозначать одинаковыя линейныя подстановки количествъ 
?/'> 9/'5 ?/' и ф/, ф/, <р,' однимъ и гЬмъ же симводомъ, 
то мы можемъ сказать, что группа в^^ есть подгруппа отно* 
сительно 0^^ . Въ прошломъ параграфе мы выразили подста- 
новки группы (т^я такими формулами: 



Ь\ й'=0, 1, 2, 3. \ 



(48) 
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При понощи формулъ (39) и (40) убеждаемся въ томъ, что 
подстановки 

8'^' из'"' и 8'^''и^8'^' 

М'^няютъ уравнен1я (61). Въ группу О^^^ он% войти немогутъ. 
Третья изъ подстановокъ (48): 

8'^'и'8'^'и, 

ве ]г1няетъ уравнешй (61) при всевозыожныхъ значешяхъ Н' и А:^. 

Следовательно всЬ 16 подстановокъ группы 6^^^. могутъ быть 
выражены формулою: 

8'^'и'8'^'и] к\ Л'=0, 1, 2, 3. (74) 

При А;'=0, А'=1 подстановка (74) обращается въ 5". Сле- 
довательно подстановка 5' входить въ группу 0^,.. 

При &'=!. %'=0 . подстановка (74) обращается въ 

8^=П'8'и. ' (75) 

Все 16 подстановокъ (74) могутъ быть выражены формулами 

5'Л'5/'; Л', ^^=0, 1, 2, 3. (76) 

Отсюда следуетъ, что группа 6г,^ составлена изъ двухъ 
основныхъ подстановокъ 4-го порядка 5' и ^8;,: 

&■': ?/'=г?/', ?;"=-?/', ?,"= *?,", (77) 

-».: ?/'=»?/', ?/'= ^■?.". ?/'=-?/'• (78) 

Обратимъ вниман1е на следующую особенность подстано- 
вокъ ^5' и 5^: 

5Ч=5о5'. (79) 

Отсюда следуетъ, что ваъ подстановки группы О^^ между 
собою перелпьстишельни. 
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Провеса на Римановой поверхности Э^^^ шесть сФчешй, мн 
превратимъ ее посл^ наддеаващнхъ деформащй въ пдосшй ]шо- 
гоугольннкъ Р^^ . Такой многоугольннкъпредставленъ на черт. ЛГ 
(въ концЪ работы). 

Э1БВивадентн11я его стороны суть: 

1-ая и 8-ая, 3-ья и 10-ая, 5-ая и 12-ая, 7-ая и 14-ая, 9-ая 
и 16-ая, 11-ая и 18-ая, 13-ая и 20-ая, 15-ая и 22-ая, 
17-ая и 24-ая, 19-ая и 2-ая, 21-ая и 4-ая, 23-ья и 6-ая. 

§ 23. Четвертым ввдъ тр&внев11 втораго твва. 
Возьмекъ снова уравнетя перваго вида втораго тина: 

-4(1^/«^.*н-||,*-н«/)»:[«/ч-и,'«/-н|*,*)- | 

— (^'«,*н-«,«н-|*/)]*: 21{и,и,У=х:{х—1) : 1, I 

ад/-н «/-1-1=0. (2) 

Первое изъ этихъ уравненШ моакно представить въ сл^дую- 
щемъ вид^Ь: 

271«/|«/ 

или, на основанш уравнен1я (2): 

=0?. (1 ) 



Введемъ вместо х новое перем']&нное а/^\ полагая: 

а;"'=^;. (80) 



Изъ равенствъ (1") и (80) сл4дуетъ: 

—(<с"'—4:У 



27а;' 



/»»» 



(81) 



Относительно сдЬланнаго нами преобразован1я можно яовто* 
рить все то, что мы говорили выше о преобравованш (8)« 
Преобразоваше (80) взаимно-однозначное. 



Соодк 
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Отсюда вытекаетъ радъ слЪдств1й, подобннхъ 1*6», которыя 
мы получили въ параграф'Ь 21. 

Посл^ преобра8ован1я (80) поверхность Эг..^ преобразуетси 
въ новую поверхность 9{,.;. тоже правильную, рода 3 и содер- 
жащую въ себЪ 32 листа (втрое меньше листовъ, ч'Ьмъ по- 
верхность 9?9в)- Уравнешя (80) и (2) составляють основную 
систему, соответствующую поверхности ^Кз,. 

Внчтя изъ об^вхъ частей равенства (80) по -4-1, находвмъ: 

\/ =Д^"-1- (82) 

Пользуясь уравнешемъ (2), находимъ: 

4м, ♦— «, •=— (4-н4и, 'и- и, •)=—(«, *н- 2)* . 

I 

Поэтому уравнеше (82) принимаетъ видъ: 

-(и/-^2Г ^^„_^ ^33) 

Соединяя уравненк (80) и (83) вм'ЬстЬ, находимъ: 

414, *: —{щ *-1- 2)': и, «= а/": (д/"— 1 ) : 1 . (84) 

Присоединивъ уравнеше (2) хсъ уравненш (84), находимъ 
основную систему уравненШ, соответствующую поверхности Ш,,, 
въ слЬдующемъ вид^: 

^ М (85) 

^1*-*-«2*-*- 1=0. I 

Характеристичесшя числа, соотвЪтствуюпця этой системе, та- 
ковы: 

2*^=32, л^=8, Х„=4, А,=2, »=8, V^=1, V,=2, >,=4. (86) 
Они пом-Ьщены въ строк* V таблицы (79) главы I. 
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Обозначая буквами 9/'^ ^г'\ ?/'' систему линейно-невави- 
симыхъ функщй типа (р для поверхности Э^зз^можемъ выбрать 
ихъ такъ, чтобъ югЬли м^сто равенства: 



или, на основаши равенствъ (81): ' 









?/ 



^^ (а/^^_4)*(;г ^"-н8) 



27а;' 



//'» 



Отсюда находнмъ: 






/// 

77>' 



Бведя обозпачешя: 



пц 



(88) 



(89) 



(90) 



приводимъ основную систему (85) къ сл^Ьдующему виду: 



(91) 



Сравнивъ формулы (3) и (90; и пользуясь вторнмъ взъ урав- 
нешй (91), находикъ: 
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о(?1 ? ?5 ??3 )== 

Изъ формулъ (92) и (28) сл-Ьдуеть: 



•^1?! . ?2 ^ ?а )= 

=/0 (?1 ? ?5 : ?3 )/«, (?1 , ?2 » ?3 )Х 

А|/о (VI ^?^ »?з )^/«> (?« >?2 )?з )|* 

Это согласно съ формулами (65) параграфа 4 главы I. 

Им^я характеристичесюя числа (86), можемъ найти корня 
Фуксовыхъ уравнешй для дифферешцальной резольвенты при 
помощи формулъ (117), (119) и (129) параграфа 5 главы I. 

Эти корни таковы. 
1) при х==^0: 



(93) 



^1 "^4' ^* — 2' ^^~ 4' 



2) при х=1: 



, г,= О, 



^3— 2 ' 



3) при а:=со: 



13 5 



8 



> '$ 



8 



(94) 



Дафферевщальнаа резольвента представится въ сл^дующемъ 
ВИДЕ: 

19 
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а/''.(а/''_1)« ?^-^а^'''(а/''-1)(7«'''-4)^-5;^-*- 



йа^" 



^Лг" 



/// 



,/./657 _741 ,,, ЗЗу? 
^64^ '64'^ ■*"1б;йа; 



/585 „„_ 375 
'\256 256 



(95) 



ВсфажеЕоа первичвыхъ фориъ черезъ незавясшсое перепаян- 
ное а/" въ разснатрнваемомъ случае таковы: 



ГГ (?/", ?/", 9Г) = С'Ч^"- («"'-1)"^, 

гд:Ь С — н-Ькоторое постоянное. Для его опред^Ьлешя посту- 
пимъ сл^дующимъ образомъ. 

Внеся первБ1я два выражешя (96) во вторую формулу (92), 
находимъ: 

/.»(?/", ?.'", Ь"')=^^"-* (^"- 1)"'^, 

у/2 

нди, на основашЕ третьей изъ формулъ (3): 



?1 ?♦ Ь = ,=ЯГ (яГ —1) 



(97) 



Оь другой стороны, И8ъ формулъ (88) сл{|дуетъ: 
п. ,„ ш (я;"'— 4)*(аг'"-ь8)» 



(98) 
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И8Ъ приведенной выше формулы (30) гпАемъ: 

_?_ 

9^^,Ь= \^с, х-\х—1) ', 

гдЬ 



^''~"' 27 ' 



шт, на основаши равенства (81 ): 



(99) 



ЬЬЬ=*\/<^о 



3*3:"" 



(100) 



(а/"— Щз^"-*- 8У{я/"— 1)' 
Вставивъ это выражете въ формулу (98), находинъ: 

<р/"<р/"9/"= — гу/^.З^ а/"-* (ж"'- 1)"^. (101) 
Сравнивъ между собою равенства (97) я (101), им^^емъ: 

С"=-<у'^2Чз'% 



откуда: 



С'=*у'с,2« 3' 



(102) 



На основаши третьей формулы (90) мы можемъ представить 
первое изъ равенствъ (96) въ таЕОМъ видЪ: 

или, пользуясь уравнетями (85): 



и. 



(р/"=-гС'2 '-Г7-Ч — оГ- 
"^^кл^е, изъ равенства 5(103) находимы 



(103) 



.-^ «, 



(104) 
19* 
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Равенства (103) и (104) данугь внраженк величинъ ?/'',?/", ?/" 
въ видб ращонадьныхъ функщй отъ и^ и щ. 

Линейнна однородння подстановки надъ велитанаии о/'\ 
?г^'^ Ь'^' ^^ будемъ обозначать тЪни же символами, какъ и 
подобния имъ подстановки, совершаемый надъ величинами 

Ьу Ьу ?з- 

Тавъ мы обозначимъ символами 8 я ^ подстановки: 



ж ь"'=-^ь"', ?/"= ^ь'"> ?.'"=-?/", 


(105) 


ег: ?/"— ?/", ^/"— ^?/", "?,'"- ^9^' 


(106) 


Совершивъ вадь уравнен1яии (91) подстановкн: 





1) в: ?/"=-г?/", о^=^9^", ?,'"=-?/", (105) 

2) еГ^'З-:?.-» *?.'", ?/"=г9/", ?з'"=-<р/", (107) 

найдемъ что эти подстановки не мЪнаютъ уравнешй (91). 

0н4 должны войти въ группу бгз2, соответствующую ура- 
вненкмъ (91). 

Для краткости введемъ обозначеше: 

Г=гГ5\Т. (108) 

Это — подстановка 4-го порядка. 

Подстановки ^ и З^Й^Г м-Ьняютъ уравнешя (91) и въ груп- 
пу (?,, войти не могутъ. 
Беремъ снова выраженхя вс']^хъ подстановокъ группы в^^: 

8'^ 8^, 8^8''^, 



(42) 
А, Ь=0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; /=0, 1, 2, 3. 

Первая изъ этихъ подстановокъ въ группу О^^ войта не мо- 
жетъ. Въ самомъ к^^лЬ^ подстановка ^8^ въ группу О^^ьхо^^вть. 
Еслибы подстановка 8 ^^8^ вошла въ группу бг,,, то и 5^ 
должно было бы войти въ группу 6^^,, а это противоречить ска- 
ванному выше. 
Г 
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Подстановку 

можно представить въ слЪдующемъ ви;^: 

В'^ТЗ'^-Т^ З'^Г^; й=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 7=0, 1, 2, 3. (109) 

Вс^ подстановки, выражаемыя формулою (109), войдутъ въ 
въ группу Сг,^. Ими исчерпываются вс]& 32 подстановки этой 
группы. / 

Отсюда вытекаютъ сл^дств1я. 

1) Основныя подстановки группы О^^ суть ЗиУу причемъ 
эти подстановки определяются формулами: 

а ©1 =— «?^ » ?в =*?4 > ?з =— ?1 ) (105) 

2) Вс^ подстановки группы (г,, исчерпываются формулами: 
1^Г^; й=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ?==0, 1, 2, 3. (109') 

3) Группа (т,2 вс'^ь подгруппа относительно (?,«. 
Проведя шесть с^чешй на правильной Римановой поверх- 

вости .^3 2^ ^^ можемъ послЪ надлежащихъ деформащй пре- 
вратить ее въ ПЛ0СК1Й многоугольникъ. Этотъ многоугольникъ 
-^^2 будетъ покрыть сЬтью, состоящею изъ 32 б^лыхъ и столь- 
кихъ же черныхъ треугольниковъ. 

ОЬть Г.^^ изображена на чертеже V (въ конц* сочинёшя). 

Сравнивая чертежи П и V, мы видимъ, что с4ть Р.^^ полу- 
чается изъ 2^,,., черезъ соединеше треугольниковъ с4ти Р^^ по 
3 ВМЕСТЕ. 

Контуръ многоугольника 2^,, нич^мъ не разнится огъ кон- 
тура многоугольника Р^^ . 

Эквивалентными сторонами многоугольника 2^,, будутъ слу- 
жить гЬ-же стороны, какъ и въ многоугольнике Р^^^ а именно: 
1-ая и 6-ая, 3-ья п 8-ая, 5-ая и 10-ая, 7-ая и 12 ая, 
9-ая и 14-ая, 11-ая и 16-ая, 13-ая и 2-ая, 15-ая и 4-ая. 
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ГЛАВА У. 
Основная система уравнен1й третьяго типа. 

§ 24. И11которыя свойства осювю! системы уравнгиИ треть- 
яго тина. 

Основною системою уравненШ третьяго типа мы назовемъ 
ту систему, которая соотв4тствуетъ хараЁтеристическимъ чи- 
сдамъ: 

N=48, Х^=12, л,=3, >,=2, >.=12, ^^=1, ^,=4, V.=6, (1) 

пом'Ёщеннымъ въ строке У1 таблицы (79) главы I. 
Вн']&шн1й видъ уравнен1й ог^новной системы таковъ: 

с/оЧ^1У щУ'О/Л^п «^2):/~'>1,«2)=а;:(я;--1):1, (2) 
Ци^,и,)=0. (3) 

Функцш <1^, ^2, удовлетворяюпця уравнев1ямъ (2) и (3), 
распространены однозначно на некоторой правильной Римано- 
вой поверхности Э^^^»? состоящей изъ 48 листовъ. 

Эти фунЕЩи при всевозможныхъ обходахъ на плоскости пе- 
рем^ннаго х прхобр^таютъ всего 48 значешй, связанныхъ меж- 
ду собою неоднородными линейными подстановками, составляю- 
пцши н'Ькоторую группу 48-го порядка д\^. Соотв'Ьтствуюпця ей 
группы однородныхъ линейныхъ подстановокъ и коллинеащй 
мы будемъ обозначать символами 0\^ и Г\^. 

Въ параграф'^ 4 главы I мы нашли, что ковар1анты Н ти Т 
въ разсматриваемомъ случа']^ выражаются такъ: 

я=/-^*/;, т=1^ р,(Г,\ г^Т)- (4) 

*) Си. формулы 66 параграфа 4 главы I. 
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Изъ равенствъ (4) выводииъ сл^дуюпця заключев]я: 

1) Кривая Р ии^етъ 4 такихъ точекъ, гдЪ касательная на- 
ходится съ нею въ соприЕосновенш 3-го порядка. Эти точки 
лежать въ пересЬченш кривой Р съ лишей 

/*со(^,«^.)=0. (5) 

Мы будемъ обозначать ихъ буквами 

А,, А^, А^, А,. (6) 

Такъ какь степень уравнен1я (5) равна единице, то четыре 
точки (6) лежатъ на одной прямой, выражаемой уравнешемъ(5). 

2) Кривая Р им^етъ 16 точекъ перегиба. Он^ лежатъ въ 
перес^ченш кривой Р съ кривою 

/о(Ч,«.)=0. (7) 

Эти точки перегиба мы обозначимъ буквами: 

Точки перес4чен1я кривыхъ (2) и (3) образуютъ группу то- 
Эти точки могутъ между собою совпадать только при сл'Ь- 
дующихъ ьеличинахъ перем^Ьннаго х. 

1) При а?=0 точки группы Т^^^ совпадаютъ по 3, образуя 
^группу Р,в, состоящую изъ шестнадцати точекъ (8). 

2) При я;=со точки группы Р^^^ совпадаютъ по 12, обрзг 
8уя группу Р^, состоящую изъ 4 точекъ (6). 

3) При а?=1 точки группы Р^^. ^, совпадаютъ попарно, обра- 
зуя группу Р^^. 

§ 25. ДвФФере1ц1альная резольвента. 

Пользуясь формулами (117), (118) и (129) параграфа 5 
главы I, находимъ корни Фуксовыхъ уравненШ для дифферен- 
ц1альной резольвенты въ разсматриваемомъ случае. 
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Они таковы: 




1) при а;=0: 




1 1 


2 


2) прт х=1: 




»".=-^2' **'=^' 


1 
*"» 2' 


3) при ж=1х: 




17 7 
''•—12' '■*~6' 


13 



(9) 



Им^я велитаны (9), можемъ построить дифференщальную ре- 
зольвенту т^мъ же прхемонъ, какимъ мы пользовались въ пред- 
шествующихъ случаяхъ. Выполнивъ вычислешя, находимы 

(10) 
/1313 , 1429 \4\с1о /1547 ,229 2\ „ 

-^-^Тй ^ - шГ ^"- тМ"-! 8бГ^ - 2Гб^-2-7)'^=^- 

§ 26. Выражен1я первичныхь Форнъ черезъ независвмог ве- 
р€м1^ное . 

Им^я величины (9) корней Фуксовыхъ уравнешй, мы можемъ 
выразить первичный формы черезъ перем-^^нное х. Применяя 
уже известный намъ прхемъ, находимъ: 

и?п ?„ ср,)=^-'^(а;-1)"'^. ^^^^ 

Выбирая надлежащимъ образомъ постоянный общ1й множитель 
вс^хъ трехъ фуншцй ср.? Ъ^ ?з9 можемъ сделать такъ, чтобы 
коэффищентъ А равнялся единице. Равенство (11) прпметъ видъ: 



ГЛ9п ?,, ?,)=* ''(а;-!) «". (12) 
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Изъ уравневИ1 (2) н (12) находимъ: 

1 — ^ 



1Г 



(13) 



/".(?.' 9., ?»)= 



\/с, 



х-*{х—1)' 



(14) 



Обратинъ внимаше на то, что форма /е^'-Тп ?п ?з) первой 

степени. Это — одна изъ функщй типа <р . Сравнивъ поЕазатели 

степени въ формул'Ь (12) съ величинами (9) корней Фуксовыхъ 

уравнешй, зам^чаемъ, что /*ео(?п ?2> ?з) есть именно тотъ 

интегралъ уравнешя (10), которому соотв-Ьтствуеть корень 

2 17 

Г5= — - при а;=0, корень г^= — -г при я:=1 и корень ^±=-^ 

о ^ о 

Изъ равенствъ (2) и (12) находимъ: 



?|=Со 



?.=^о ' с, 



?.=Со ' с, 



/'о>п^.)/;(^п«,)' 



(15) 



§ 27. СвоКствА основиоЯ кривов. Оковчателыый видъуравве- 
■II осиоввоК системы. 

Формулы (9) показываютъ, что существуетъ три такихъ ли- 
нейно-независимыхъ интеграла уравненк (10), которые въ 
области точки а:=0 разлагаются въ ряды вида: 



(р'=а;^РДа:), ?"=а? 'Р.Хх\о'''=х 'РДо:), 



(16) 



гдЬ -Р|(а^), Р^{х)^ -Рз(^) суть функщй голоморфныя въ области 
точки х=^ и отличный отъ нуля при а:=0. При обхо;^ около 
точки гс=0 функщй (16) испытываютъ линейное преобразова- 
те V, выражаемое формулами: 
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7: . ср'=е '?', <р''=е * г,'\ ?"'=е » <р'''. (17) 

Примемъ временно величины а/, о/^, о/^', пропорщонадьныя ве- 
личинамъ ^\ ср'^ ср''^ ^^ систему однородныхъ координатъ то- 
чекъ плоскости. При обход:]^ около точки 0^=0 эти координаты 
будутъ испытывать преобразоваше, выражаемое формулами: 

V: та?' = е » я/, т:г"=е ' а/', т а/''=е ^ я?"' . (18) 

При а; = О координаты а/, а^^'', а/" получаютъ сл^дуюпця чи- 
словыя значешя: 

а/--0, а/'=0, а;'"=конечн. велич. (19) 

Точка, опред]^ляемая координатами (19), есть одна изъ то- 
чекъ перегиба (8) кривой Р. Для определенности положимъ, 
что*это есть точка -В, . 

Кодлинеащя V— третьяго порядка и перспективная. Цент- 
ромъ перспективы служить точка: 

а/=0, а/''-- О, 

а осью ея служить прямая: 

а/'=0. 

Эта прямая проходить черезъ точку В^ но не касается кри- 
вой Р въ этой точк*. Точка В^ соотв-Ьтствуеть трехратно* 
винтовой точк4 поверхности 31 4^. Она не должна меняться 
только подь вл1ЯН1емъ трехъ коллинеадШ группы Г^^.Тлкюа 
коллинеащями ел у жать: 

V, 7\ 7'=1. (20) 

Проведемъ касательную къ кривой Р вь точ!;^ Д . Она пе- 
рес'Ьчеть кривую Р еще только въ одной точк-Ь С^ . 

Точка С^ коллинеащями (20) меняться не будетъ. 

Проведя касательныя кь кривой Р въ каждой изъ Хбточекъ 
(8), найдемъ 16 точекъ нхъ перес^чешя съ кривою ^Р. Эти 
точки перес^^ченхя мы обозначимъ буквами: 
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^и С^, С,,. . ., С,в. (21) 

Шкоторыя изъ этихъ точекъ могутъ между собою совпадать. 

Подъ влкшемъ кодлинеащй группы Г\^ н'Ькоторыя изъ числа 
точекъ (21) будутъ оставаться безъ изм-Ьнетя, а друт будутъ 
преобразовываться другъ въ друга. ОвЬ непременно составятъ 
одну изъ группъ: 

Р,, Р.« или Р,,. 

Ясно, что последнюю группу он-Ь составить не могутъ. 
Возможны только два случая: 

I. ВсЬ точки (21) между собою различны и суть тЬ-же са- 
мый точки перегиба (8) только въ иномъ порядке. 

II. ВсЬ точки (21) совпадаютъ между собою по 4, образуя 
группу изъ четырехъ различныхъ точекъ: 

А,, X, А,, А,. (6) 

Разсмотримъ оба случая другъ за другомъ. 



Пусть точки (21) суть гЬ-же точки перегиба (8) кривой -Р". 
Въ такомъ случа'Ь касательная въ каждой изъ точекъ перегиба 
(8) непременно пройдетъ черезъ одну изъ оста.1ьныхъ точекъ 
той-же совокупности (8). Проведемъ касательную въгочкЬ-В,. 
Для определенности положимъ, что она пересечетъ кривую 2^ 
въ точк'Ь В^, Проведя касательную въ 1?^, мы увидимъ, что 
она пересЪчетъ кривую Ъ въ новой точкЬ перегиба, которую 
мы можемъ обозначить буквою !>., и т. д. Получится много- 
угольнвкъ В^В^В^, . .^ составленный изъ касательныхъ въточ- 
кахъ перегиба 5,, Д, В^.. Этотъ мпогоугольникъ — сомкну- 
тый. Все вершины его лежать на кривой Р и инвар1антны 
относительно кол.1инеащи Г, не меняющей точку Д. Мы ви- 
дели выше, что коллинеац1я У — перспективная. Следовательно 
вершины Д, Р,, Рз9*-' 3^ исключешемъ одной должны ле- 
жать на оси перспективы, а одна изъ нихъ можетъ оказаться 
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лежащею въ центре перспективы. Это возможно только въ 
томъ случа-Ь. когда число вершинъ мнпгоугольеика В^В.В^,., 
равно тремъ. Касательная въ точк* В.^ должна пройти че 
резъ В^ . 

Въ такомъ случае расположенхе точекъ перегиба (8) совер- 
шенно такое же, какъ и въ случа*!, разсмотрЪнномъ въ глав'Ь 11. 
Точки перегиба (8) должны распадаться на тройки, располо- 
женныя такъ же точно, какъ въ основной кривой 1-го ттта. 

Между гЬмъ мы видимъ, что число точекъ (8) равно 16. 
Оно на 3 не делится. Такое противор'Ьч1е показнваетъ, что 
разсматриваемый нами случай I невозможенъ. Необходимо при- 
знать, что им-Ьетъ м^Ьсто случай II. 

Разсмотримъ этотъ случай. 

II. 

Точки (21) совпадаютъ между собою по 4 и состав ляютъ 
группу (6). 

Припомнивъ' сказанное въ параграф'^ 24 о точкахъ (В) и 
присоединивъ только что полученный результатъ, находимъ 
следующую теорему: 

Теорема 1. Точки 

Д, Л,, А,, А,, (6) 

въ которыхъ кривая Р им4етъ съ касательного соприкоснове- 
Н1е 3-го порядка, лежата на одной прямой А^ А^ . Черезъ каж- 
дую изъ точекъ (6) про- 
ходятъ по 4 касательныхъ 
къ кривой Р въ точкахъ ея 
перегиба: 

Д» Д? Д > Дб- (8) 

Для определенности раз- 
сужден1й подожимъ, что 
черезъ точку -4, проходить 
^^р^. ,2. касательныя въ точкахъ 

перегиба Д, ^В^, Б^, В^. 
Схематически расположеше этихъ точекъ изображено на черт.12. 
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Точка А^ соотв^тствуетъ дв-Ьнадцати-кратной винтовой точкЬ 
правильной Римановой поверхности ?Л\щ. 

Она не будетъ меняться подъ вл1ян1емъ 12 и только Г2 
коллинеащй группы Г^^. Эти коллинеащи можно представить 
въ вид'Ё: 

5, 5*, 5^..., 5*'', 5^*', 5**=-1, (22) 

гдЬ Я^ есть коллинеац]я порядка 12. 

Колли пеац1Я ^5 точку А^ не м'Ьняетъ; сл'Ьдовательно прямая 
А^В^ коллинеацхею 5 преобразуется въ новую прямую, про- 
ходящую черезъ точку А^ . Преобразованная прямая снова 
должна быть касательною къ кривой Р въ одной изъ точекъ 
перегиба. Черезъ точку А^ проходитъ только 4 касательныхъ 
въ точкахъ перегиба кривой Р. Это суть прямыя: ^, 5^ , -4,Д, 
А^ В.^ и А^В^. Следовательно коллинеац1я 6^ преобразуетъ точ- 
ку Д въ одну изъ точекъ: 

Д, Д, Д, Д. е^з) 

Точка Д не можетъ быть инвар1антна относительно колли- 
неащи 5^. Действительно, зш уже видЬли рапьше, что точку 
Д оставляютъ безъ перемЬны только 3 коллинеадш (20). По 
той же причине ни одна изъ остальныхъ точекъ (23) не мо- 
жетъ остаться инвар1антною относительно коллинеащи 5". Эта 
коллинеац1я преобразуетъ Д въ одну изъ точекъ: Д, Д,Д. 
Для определенности положимъ, что 5 преобразуетъ Д въ В . 
Коллинеац1Я /5 не можетъ ни оставлять безъ перемены точку 
Д ни преобразовать ее въ Д: иначе коллинеащя й'* оста- 
вляла бы точку Д безъ перемены: а это опять невозможно по- 
тому что порядокъ кодлинеащи 5* равенъ 6. Если такъ, то 
коллинеащя 5 преобразуетъ точку Д или въ Д или въ Д 
Пусть она преобразуетъ точку Д въ Д . 

Коллннеац1я /8" не можетъ ни оставлять безъ перемены точ- 
ку Д ни преобразовать ее въ Д или Д. Она, необходимо, 
преобразует? Д въ Д . 

Изъ сказаннаго выше следуетъ, что коллинеац1я 5 преобра- 
зуетъ точки: 
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Д, Д, Д, В, (23) 

другъ въ друга въ круговомъ порядке. ЪжксгЛ съ тЪмъ она 
преобразуетъ касательный: -4,Д, -4,Д, Л-^з? Л^« другъ въ 
друга въ круговомъ порядк'Ё. 

Подъ влояшевгь коллинеащи 5^ не меняется ни одна изъ 
точекь (23), а каждая изъ касательнихъ: А^В^,Л^В^^Л^В^^Л^В^ 
преобразуется сама въ себя. 

Изъ только что сказаннаго вытекаетъ символическое равенство 

8*= Г. (24) 

Въ то-же время мы видимъ, что коллинеащя V оставляетъ 
безъ перем'Ёны 5 точекъ кривой Р: 

^„ Д, Б„ Д, Д. (25) 

Она должна быть перспевл^ивною. Четьфе изъ числа 5 точекъ 
(25) должны лежать на одной прямой: на оси перспективы. 

Точка А^ не можетъ лежать на одной прямой съ тремя изъ 
числа точекъ (23). 

Отсюда сл-Ьдуетъ, что четыре точки (23) ледсатъ на одной 
прямой . 

Сказанное о точк% А^ применимо къ каждой изъточекъ(б). 
Отсюда 

Теорема 2. Черезъ каждую изъ четырехъ точекъ 

А^, А,, А„ А, (6) 

можно провести по 4 касательныхъ къ крипой Р. 

Точками прикосновен1я этихъ касательныхъ будутъ точки 
перегиба кривой Р. Эти точки перегиба лежатъ на одной 
прямой. 

Вернемся къ точкамъ (25). Построьмъ три прямыя: 1) каг- 
сательную къ кривой Р въ точкЬ А^; (она им^етъ съ кривою 
Р въ точк* А^ соприкосновеше 3-го порядка), 2) прямуго^4, А^ , 
на которой леяьатъ 4 точки (6); 3) прямую В^В^^ на которой ле- 
жатъ четыре точки перегиба (23). Построенный прямыя образуготъ 
треугольникъ, верпганы котораго мы обозначимъ буквами А^^С^О. 
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(См. черт. 12). Примемъ треугольникъ А^ СВ за координатный 
треугольникъ. Пусть сторона СВ есть ось а:^=0, сторона 
^4, С— ось а?2=0, сторона -4,1)— ось а;,=0. 

Координаты х^^ х^^ х.^ пропорщональны некоторой системе 
линейно-независимыхъ функшй типа ср. Пусть: 

а?, = >?и а?.>='^?., ^;.=^?^. ^ (26) 

Прямая А^А^, каьъ мы видели, выражается уравнешемъ: 

Г^{и,, 11,)=0, (б) 

иди, что то-же: 

/^оо(^1, д:„а;,)=0. (27) 

Эта прямая нами принята за ось 07^=0. Сл^^довательно им&етъ 
мЪсто тождество: 

/*^^п ^1» ^з)=а?„ (28) 

откуда: 

Г^(<?п ?:, ?з)=?з. (29) 

Изъ формулъ (12) и (29) сл^дуетъ: 

,.=.-V(._,гV. (30) 

С 

При обxо^г& около точки д:=<>зфункц1я(30)преобра8уетсятакъ: 

9.=^-?., (31) 

гд* 

.,_,'-^* (32) 

есть одинъ изъ корней дв']&надцатой степени изъ единицы. 
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Коллинеащя /8^ соотв^тствуетъ обходу около точки х= оо . 

Она, какъ мы вид^и; не м-^^няеть ни одной стороны коор» 

динатнаго треугольника А^СВ. Она должна имЪть такой видъ: 

5: тя?,=аа:,, •:х^=Лх,^ та;, =0X5. (33) 

Соотв'Ьтствующая ей линейная подстановка /8^ такова: 

5: ?|=а?., Ь=^Ьу ?^=с?,. (34) 

Ивъ равенства (31) сл-Ьдуехъ, что 

с = у^^ (35) 

Формулы (34) покавываютъ, что ^^^ (р^» Ъ ^У^ "^ самые 
интегралы, которые при обходЪ около точки а;=со прЬбр^- 
тають множителями выражен1я: 

^2г.« ^ ^2г,«1 ^ ^2г,т ^ (36) 

гдЬ Г,, г,, Гз суть корни Фуксова уравнешя для точки а?=:со» 
Обращаясь къ равенствамъ, стоящимъ въ третьей строке 
формулъ (9), мы видимъ, что величины (36) соотв-Ьтственно 
равны: 

>з^ 'г\ >;, (37) 

гдЬ у; по прежнему определяется формулою (32). 
Мы уже вид'Ёли, что * 

с = 7.^ (35) 

Следовательно коэффищенты а л Ь формулъ (34) должны 
равняться двумъ остальнымъ изъ числа величинъ (37). 

При этомъ возможны два случая: 

1) а = г,, Ь = '/;«, (38) 
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или; 



2) а =//,6 = 4. (39) I 



Но которое И8ъ этихъ равенствъ вм'Ьетъ м-Ьсто въ д-Ьйстви- 
тельности, — мы не знаеиъ. 

Формулы (33) и (35) позволяютъ вамъ построить выражен1я 
коллинеащи Г=5* *): 

У\ тя?4=а*а?,, та?5=Ь*а;,, -^х^^г^^г^. (40 

Мы вид^^ли, что эта коллинеащя— перспективная. Осью пер» 
спективы служить прямая СВ (см. черт. 12), т. е. прямая 
я?^=0, а центромъ— точка -4,, или, что то-же: а?г=0, а;у=0. 
Если такъ, то должно им'Ьть м^сто равенство: 

6*=^. (41) 

Если бы им'бли м'Ёсто равенства (39), то равенство (41)было бы 
невозможно. Сл-Ьдовательно должно им^ть м-Ьсто ревенство: 

а = -/;, & = '/;«. (38) 

При такихъ услов]яхъ равенство (41) действительно спра- 
ведливо. 
Итакъ, коллинеащя 5 выражается формулами: 

.^•: тя?,=г,а?,, тл:,=-/1*а;„ тд?,='/)*а?, . (42) 

Отсюда 

7: та?,=>з*а:,, т^2=/;'а?„ т'^,=//х, . (43) 

Соотв']^тствующ1я имъ линейный подстановки 8 ж У выра- 
зятся такъ: 

^: ?1=0?п ?2=Ч'?п ?з=';Ч;г7 (*4) 



*) См. формулу (24> 



80 
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Прямая А^В^ вБфагается уравнешемъ: 

я?,-4-Хя?з=^0, (46) 

гдЪ ^- — некоторое постоянное число. 



Величины <Р|} 92' ?з' ^ сл-Ьдовательно и x^^ х^^ х^ 
определены до постоянныхъ многителей. Эти постоянные хно- 
аштели подчинены только одному условш: кодффищентъ А^ь 
формуле (11) равенъ 1. Отношешя постоянныхъ множителеК, 
входящихъ въ 9|) ?19 ?з) вполне произвольны. Выбравъ ве- 
личины отношешй этихъ постоянныхъ множителей, мынайдемъ 
величины самихъ множителей изъ услов1я: 

А=:\. 

Мы выберемъ отношеше множителей въ функщяхъ ф^ и о, 
т&къ, чтобы кооффищентъ л въ уравнеши (46) равнялся -1-1 . 
Прямая ^^Д выразится уравнешемъ: 

а?,ч-а?,=0. (47) 

Величину отношен1й множителей, входящихъ въ ^1 ^ ?1 >™ 
выберемъ впосл'Ьдствш. 

Подь вл1ян1емъ коллинеащй 

уравнеше (47) преобразуется такъ: 

а?,-^а?,=0, а?,-*-у/я;,=0, а?4-*-/)*д?з=0> а?«-*-Ч*а?,=0, 
или, что то-же: 

а?,-4-я?з=0, о?,— ^а;^=0, х^ — ^а?з=0, я?,-4-|а?,=0. (48) 

Это суть уравнешя четырехъ касатаиныхъ: А^В^^А^В^^А^В^ 
и А^В^. 

Возьмемъ одну изъ этихъ касательныхъ, напр.: 

я?,-+-а?з=0. (47) 
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Она и1гЬетъ съ крыою Р четыре обпця точки. И» нихъ 
одна А^ лежать отд&1ьно ^ь лерес^чеши прямыхъ 

^а-^^.1=0 и а:,=0, 

ъ остальныя три совпадаютъ между собою въ точк^ В,, ле- 
жащей въ пересбчеши прямыхъ 

а:,-+-а;,=0 и а?,=0. 

Эти УСЛ0В1Я будутъ выполнены только въ томъ случа']^, когда 
уравнен1е кривой Р приводится къ виду: 

(49) 
-^с,х,*х^-^ с^х, ' х,-^с,х/х,-^ ^х.х^х^) = 0. 

Коллинеацш 7, выражаемая равенствами (43), не должна 
м'Ьвягь уравнев1я (49). Это возможно только при условш: 

Уравнен1е (49) кривой Р принимаетъ видъ: 

дг, ^ а?,-ч-(д;,-*-а",)(а,а?, *н-а,я;, »н-а,я:з '-^-Ь,а;, *а?,-нСзЖз*^^ 

Коллннеащя 5, выражаемая равенствами (42), не должна 
м-Ьвять уравнен1я (50). Это возможно только при услов1яхъ: 

а, =:а^-^с,^=а^ -|-Ь;=6,-|-с,=0, 
откуда: 

Уравнеше (50) принимаетъ видъ: 

х,^х^'^Ъ,(х,-^х,){—х,''^х,^'^х,^х,—х,^х^)^^, (51) 
или: 

^1 ' ^1 ~ К {^1 '—X, *)=0 . (52) 

Отношеше постоднныхъ множителей, входяп1ихъ въ 9, в 9» 
осталось пока произвольнымъ. М'Ьняя величину этого отноше- 
тж, мы будемъ уЛвя^ коэффнщентъ \ въ уравнеши (52). 

20* 
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Выберемъ отношеше постоявныхъ множителей, входящих^ 
въ <р, и (рз» ^"^5 чтобы коэффищентъ 6, равнялся — 1 

Такой выборъ постоявныхъ множителей возможенъ, и прк 
томъ троявимъ способомъ: видъ уравнензя" (52) не м^Ьняется 
отъ умножен1Я ^м ^ сл-Ьдовательно, и х^ на любой корень 
третьей степени изъ единицы. Этотъ множитель мы можеиъ 
представить въ видЬ: 

г/*, (53) 

гдЬ к есть произвольное ц'Ьлое число . 

Величину отношешя постоянныхъ множителей, входящихъ 
въ ^^ и <р, мы опред']^лили до постояннаго множителя (53), въ 
которомъ к произвольно. Это — посл'Ьдн1й оставш1йся производъ 
въ выбор'Ь функщй ?|,<Р2, <Рз* Имъ мы впосл'Ёдствш восполь- 
зуемся . 

Итакъ, при надлежащемъ выборе функцШ 919 91» ?з 7Р^' 
внеше основной кривой Р принимаетъ видъ: 

х,^х^-^х^'—х,*=0. (54) 

Многочленъ 

х,/—х,' (55) 

есть произведете лДвыхъ частей четырехъ уравнешй (48). 
Составивъ ковар1антъ Тес^е для формы 

^(я?. , а:,, Х,)=х, 'х,^х, '—X, \ (56) 

находимъ: 

■ Щ^^ , ^., а?э )=я?. * а;, (яг, •— 8х, »), (57) 

откуда: 

Сравнивъ равенство (58) съ равенствами (4) и (29), находимъ: 

/;(?!, ?„ 9з)=?.(?|'-8?,'), (59) 

откуда: 

/•(^п а;,, а?з)=а?,(^г/-8а?,»). (60) 

Точки перегиба кривой Р лежатъ въ ея перес^чеши съ кривою: 
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х,(х,'—8х,')^0. (61) 

Уравнеше (61) выражаетъ совокуаность четырехъ пряинхъ: 
x^—0, ж,— 2а?,=0, x,—2^^%=0^ а?,— 2//а?,=0. (62) 

Точки перегиба кривой Р лежать по 4 на четырехъ пря1шхъ(62). 
Это согласно съ теоремою 2. 

Изъ 7Р&внен1й (62) видно, что скаваниня четыре пряный 
выходить изъ одной точки. Эта точка на черт. 12 обозначена 
•буквою С, 

Уравнете (54) можно представить въ следующей форм%: 

х,'-х,{х,'ч^,')=0. (54') 

Отсюда видно следующее. 

1) Во вс^хъ точкахъ перес^чешя кривой 2^ съ прямою х.^=^0 
прямая Р им^Ьеть съ касательною соприкосновете 3-го по- 
рядка. (Это мы уже знали и раньше). 

2) Касательныя въ указанныхъ точкахъ опрехЬляются ура- 
внешемъ: 

х,(х,'ч-х,')=0. (63) 

Уравнете (63) распадается на четыре уравнен1я 1-ой степени: 

а;,=гО, х^'4-х^=0, а?,-1-г/а?5=0, x^-^^^%=^0. (64) 

Уравнешя (64) выражаютъ собою касательныя къ кривой 1^^ 
въ точкахъ: 

Л,, -4,, -4,, А^. (6) 

Мы видимъу что касательныя къ кривой Р въ точкахъ (6). 
сходятся въ одной точк1. Эта точка есть точка С на черт. 12 
Въ ней. какъ мы уже видели, сходятся четыре прямыя (62). 

Изъ уравнешя (2) видно, что между формами /'<^, /"о и Д 
существуетъ зависимость: 

еЛ'-Г^"=с,Г,\ (65) 

Внеся въ это равенство внражен1я (28) и (60), яаходимъ: 

с/. * («. , ж,, х,)=с,т, ' (а;, '-8а;, Г-х, '*, (66) 
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жхй ва основанш уравнен1я (54'): 

о/Л^п ^п ^.)=с,х,'(х,'-8х,У^х,\х,'^х,Г' (67) 

Правая часть равенства (67) будетъполшшъ квадратомъ при 
услов1и: 

'•=''^ 61- (^^> 

Равенства (67) пртнинаетъ видь: 

ГЛ^п а?„ х,)={х. «-Н 20а:, ' х,'-8х/)\ (69) 

откуда: 

/'^{x^, х^у ж,>=а;/-ч-20д:,'а:5» — 8я;/. (70) 

Ковар1антъ 21-ой степени ^(x^, х^^ х^) долженъ делиться на 
ц^ло на /*^' и выражаться въ вид^ произведешя первич- 
ннхъ формъ вида: 

Это возможно только въ томъ случае, когда ^ дЬлится на- 
цело на /*! . 
Сл']^довательно точки пересЬченхя кривой Ъ^ съ кривою 

/.{я?1, а;,, гг,)=0 (71) 

принадлежать къ числу гЬхъ точекъ, г^^ кривая Р можетъ 
им'Ьть съ коническимъ с^чешемъ соприкосновеше 5-го порядка. 
Изъ равенства (70) сл-Ьдуеть, что кривая (71) распадается 
на 6 прямнхъ лишб: 

а;.-нг/*\/ 10н-6у/3 а;,=0, а: =./Л\/10-6уЗаг,=0, | ^^д) 
Л=0, 1, 2. I 

Эти шесть прямыхъ проходятъ черезъ одну точку, отмечен- 
ную на черт. 12 буквою С. 

Итакъ въ числ* 72 точекъ кривой Р, въ которыхъ она мо- 
жетъ им-бть съ коническимъ сЬчетемъ соприкосновенхе б-га 
порядка, — есть 24 таюя точки, который по четыре располо- 
жены на лучахъ, выходящихъ изъ точки С. 



Соодк 
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Равенства (38), (56), (60), (68) и (70) повволяютъ вамъ 
построкгь изучаемую основную систему уравнешй въ оконча- 
тельномъ ви/^: 

Ъ '(?. •-8?.Т:(9. •-^209. '?. '-89/)«:-б4(р, -=а::(а?-1):1, (73) 

9|'?«-^9.-?.— 0. (74) 

или: 

^. \Щ '— 8«^ У:(Ц1 •-^201*. » и, '—8и, «)*:— 64=а?: (а^— 1) : 1 , (75) 
и,' и.-^и,'— 1=0. (76) 

§ 28. Выч1ме11е коэ«Ф11|1е1товъ нодетаюмкъ групиы 0\^. 

Мы уже нашли выражеше подстановки /9, соотв^{тствующей 
об*оду около точки а;=со: 

гдЬ 

?я/ (32) 

Порядокъ подстановки 5 равенъ 12. 

По той же причин'Ь, какъ л во всЬхъ предшествующихъ 
случаяхъ, группа 0\^ можетъ быть составлена изъ двухъ 
основныхъ подстановокъ. Первая изъ нихъ есть только что ука- 
занная нодстановка 5, вторая— н']^которая подстановка ^ со- 
ответствующая обходу около точки х=1. 

Порядокъ этой подстановки ^ равенъ 2, потому что она со- 
отв4тствуетъ двукратнымъ винтовымъ точкамъ поверхности К'^ е- 

Подъ вл1яшемъ коллинеащи 5 каждая изъ трехъ осей ко- 
ординатъ преобразуется сама въ себя . Въ такомъ случа* кол- 
линсащя 5^ должна непременно преобразовывать оси о;, = О и 
х^=0 въ новыя прямыя: иначе выражбн1я о^ и (р^ были бы 
первичными формами 1ой степени; а мы знаемъ, что въ раз- 
сматриваемомъ -случае существуетъ только одна первичная 
форма 1-ой степени: она равна (ра« 
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Если такь, то коллинеащя ^ преобразуетъ касательную 
Л^С (см. черт. 12) въ касательную къ кривой 1^въ одной изъ 
точекъ: Л^^ А^^ А^. Эти касательныя определяются тремя по- 
сл-Ьдиими изъ числа четырехъ уравнетй (64), т. е. однимъ изъ 
уравненШ: ' ^ 

д;^-+-д;^=0, а?, -+-•/) *а:4=0, x^'^^^^%:в:^0 . (77) 

Боллинеащя 3" преобразуетъ прямую ' 

х,= 

въ одну изъ трехъ прямыхъ (77). Въ какую именно изъ трехъ 
прямыхъ (77) преобразуется ось а?4=0,— этозависитъотъука- 
заннаго выше множителя 

входящаго въ функщю <^^. Показатель к остался произволенъ. 

Мы выберемъ к такъ, чтобы коллинеац1я ^ преобразовала 
ось а?,=0 въ первую изъ прямыхъ (77). 

Въ такомъ случа'Ь подстановка ^ преобразуетъ фуныцю 9$ 
въ выражеше вида: 

а(?.н-?,), (78) 

гдЬ а — н'бкоторое постоянное число. Такъ какъ подстановка^' 
втораго порядка, то она преобразуетъ выражеше (78) снова въ^^. 
Пусть подстановка ^ преобразуетъ ср,, 9п ?з ^'ь ?м ?1, ?з- 
На основаши только что сказаннаго будемъ им^ть: 



Изъ равенствъ (79) находимъ: 



(79) 



(80) 
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Польауась равевствою (30) ваходимъ: 

?.=-?,• (81) 

Подстановка '^ выражается формулами: 



?|=-в?.-^(- — «) 9„ 



?"»=—?. • 
Подстановка (82) не должна менять 7равнев1я: 

?.'?«-*-?.*— ?,—0. (74) 

Это возможно только при услов1е: 

1 

Внеся эту величину въ формулы (82), находимъ окончатель- 
ное выражеше подстановки 3^: 



« 1.1 > 






Изъ формулъ (44) находимъ выражение подстановки 5'*: 

^ ': Ъ—'\ •?. , ?,=1 *?., ?,=- ?5 • (84) 

Изъ формулъ (83) и (84) видно, что подстановки ^и 8* 
нежду собою перем^стительнн: 

д'5»=5^. (85) 
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Огсгода сл-Ьдуетъ: 

су8^=8\ (8«) 

Непосредственно изъ формулъ (44) и (83) уб'Ьлсдаемся въ томъ., 
тго подстановка 

только въ томъ случа'Ь можетъ быть степенью подстановки ^5^, 
когда Н кратно трехъ. 

Только что сд^^анныя нами зам^чашя позволяютъ составить 
В11ражен1я для всЪхъ 48 подстановокъ группы 0\^. 

Он% выражаются формулами: 

5^ 5^5*; А=0, 1, 2, 3,..., 11, ^=0, 1, 2. (87) 

Для того, чтобы убедиться въ справедливости только что 
сказаннаго, посмотримъ, есть ли въ числ']^ подстановокъ (87) 
одинаковыя . 

Равенство двухъ подстановокъ совокупности (87) возможно 
только въ сл4дуюп^иxъ трехъ случаяхъ: 

1) если им-Ьеть м'Ьстр равенство: 

6^=5*'; й, А'=0, 1, 2, 3,..., 11; (88) 

2) если им-Ьегь м'Ьсто равенство: 

8^8^^ 5*'; А, А'=0,*1, 2,3,.. ., 11, й=0, 1, 2; (89) 

3) если им4етъ м-Ьсто равенство: 

8^^ 8^=8'''^ 8''; К й'=0, 1, 2, 3,...Д1; й,й;'=0, 1, 2. (90) 
Разсмотримъ вс4 три случая другъ за другомъ. 
1) Изъ равенства (88) сл-Ьдуетъ: 

8'^-л=1. 

Это невозможно потому, что К— У меньше 12, а порядокъ 
подстановки 8 равенъ 12. 
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2) Иаъ равенства (89) сл*дуегь: 

Это равенство невозможно потому, что подстановка гГ не есть 
степень подстановки 5. 

3) Ивъ равенства (90) сл-Ьдуеть: 

5''- =^8''-^^. (91) 

На основати сдЪланнаго выше зам^чанзя равенство (91) воз- 
можно только^ тогда, когда й:' — к кратно трехъ. Оба числа 
к 7/1 к' меньше 3 . Ихъ разность делится на 3 только при услов1и 

Вг такомъ случа*! равенство (91) принимаетъ видъ: 

ЧТО невозможно по причин'6 уже указанной выше. 

Итакъ, между подстановками (87 ) равныхъ н^Ьтъ. Число ихъ 
равно 48. 0н4 какь разъ исчерпываютъ группу 0\^, 

§ 29. Геонетроческ1я представлек1я . 

Если провести на правильной Римановой поверхности 91'^, 
шесть сЬченШ, то посл'6 надлежащихъ деформац]й эта поверх- 
ность можетъ быть превращена въ плосюй многоугольникъ2^'<«. 
Этотъ многоугольникъ будетъ покрыть сЬтью изъ 48 б-Ьлыхъ 
и столькихъ же черныхъ треугольниковъ. Онъ изображенъ на 
черт. VI (въ конц* работы). Два смежные треугольника с^ти 
составляютъ четыреугольникъ, отображающШ ц4лый листъ по- 
верхности 91^«. Эти формулы написаны на самихъ треуголь- 
никахъ. 

Найденное выше соотношенхе (86) позволяетъ легко найти 
эквивалентныя стороны многоугольника Р\^. Эквивалентпыя 
стороны этого многоугольника— сл'Ьдугощ1я: 
1-ая и 8-ая, 3-ья и 10-ая, 5-ая и 12-ая, 7-ая и 14-ая, 9-ая 
и 16-ая, 11-ая и 1Ь-ая, 13-ая и 20-ая, 1 5-ая и 1! 2-ая, 17-ая 
и 24-ая9 19-ая и 2-ая, 2 1-ая и 4-ая. 
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ГЛАВА VI. 

Основная система уравнен1й четвертаго типа. 

Въ предшествующихъ главахъ мы построили осеовныя си- 
стемы уравнешй, соотв'Ьтствуюпця характеристическимъ числамъ, 
пом^щеннымъ въ первыхъ шести строкахъ таблицы (79) главы I. 

Кром^ разсмотр'Ьнныхъ выше строкъ эта таблица содержнтъ 
въ себ* еще четыре строки: УП, VIII, IX и X. 

Пытаясь построить основный системы уравненШ, соотв'Ьт* 
ствующ1я этимъ строкавгь, мы встр'Ьчаемъ рядъ противор]^ч1й*). 
Отсюда д'Ьлаемъ заключенхе, что н^тъ такихъ основныхъ си- 
стемъ уравнешй, который соотв'Ьтствовали бы характеристиче- 
скимъ числамъ, пом'Ьщевнымъ въ строкахъ УН, УШ, IX и X 
таблицы (79) главы I. 

То-же самое надо сказать о числахъ, помЪщенныхъ въ 
строк* XII таблицы (80) главы I. 

Остается разсмотрЬть систему характеристическихъ чиселъ, 
пом^щенныхъ въ строкЬ XI таблицы (80) главы I. Эти числа 
таковы . 

7^=16, Х^=4, Л„=л,=Х,=2, V=4,V^=1, V,=V,=V,=2.(1) 

Соотв']Ьтствующую имъ правильную Риманову поверхность 
мы обозначимъ символомъ 91',^, а соответствующую основрую 
систему уравнен1й назовемъ основной системой четвергаго типа. 



*) Мы не прпводкмъ этпхъ разсуждешй, чтобы безъ жеобходимостп не 
увеличивать размеры вашей работы. 
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§ 30. Вычнсде11е коэФФНц1ептовъ уравнекИ оеювпоХ енстему 
четвертаго тви. 

Обозначимъ буквами ф,, фз* ?з какую-нибудь систему ли- 
нейно-независимыхъ функщй типа о для поверхности д^'^,, и 
ноложимъ по прежнему: 

«.= !;, «.=!;. (2, 

Эти функщй будутъ корнями основной системы уравнен1й: 

(3) 
= а;: (а;- 1) : (ж— а): 1, 

2^и.,«,)=0. (4) 

Внеся въ эти уравненвя вм^Ьсто и,, и, выраженк (2), приве- 
демъ ихъ къ такому виду: 

: /"со* (9м 9.25 9з)= я? : (я:— 1) : (я?— а) : 1, ) 

^(9и 9„ ?,)=0. (6) 

Между первичными формами: 

/со(То Ьу ?з), /о(?., 9.,9з). /!(?*, ?1; ?з). А(9|» 9.» Ь) (7) 
существують два соотношешя: 

или: 

с.СЧоо'-с/,'=0, с/,*-с,/;*н-(а-1)/-^*=0. (8) 

Всякая отличная отъ нуля первичная форма принадлежитъ къ 
числу формъ (7) или приводится КБ виду: 

■ ГоЧ^п ?., ь)'^КГЛ9п Ь^ ?з), (») 

гд'Ь К число постоянное, отличное отъ О, — 1, — а, б^. 
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Ковар1антн 

вврахаютса въ вид^Ь произведешя первичннхъ формъ: 

гд* 

суть ц']^лые многочлены относительно аргументовъ 

Степени ихъ относительно этихъ аргументовъ соответственно 
равны 8 п 8^ . 

Сравнивая степени многочленовъ, стоящихъ въ л^выхъ и 
правыхъ частяхъ равенствъ (10), находимъ: 

6=А Н-2А -^21 -н2тн-45, 



01) 

ВсЬ три числа: ку 2, ш не могутъ быть одновременно от- 
личны отъ нуля. Въ самомъ д^л^, пусть вс^ три числа: А;, 2,т 
отличны отъ нуля. Въ такомъ случа*]^ изъ перваго уравнешя 
(11) находимъ: 

й=0, Я;=/=т=1, в=0. 

Отсюда сл^дуеть, что числа А^, 1\ Ы равны нулю. Иначе 
кривыя Н л Т пересеклись бы на кривой Р въ точкЬ ея пе- 
региба, а это противоречить теореме 6 параграфа 2 главы I. 

Если же им^ютъ м^сто равенства: 

то второе изъ уравненШ (11) приметъ иидъ: 

14=А'-*-4в'. 
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Отсюда сл:Ьдуетъ, что V не меньше 2. 

Этотърезудьтатъ противор^Ьчитъ теорем']^ % параграфа 2 главы I: 
онъ показываетъ, ^о кривая Т проходить дважды черезъ та- 
кую точку кривой 2^, гд'6 она им-Ьеть съ касатедьною сопри- 
косновеше 1-го порядка. 

ИтакЪу д'Ьйствительно, по крайней м^рЪ одно изъ чиседъ: 
1с^ 2, т равно нулю. Это значить, что по крайней мЪр^ одна 
изъ кривыхъ: 

/о(^о «,)=0, /;К, и,)-^, и{Щ. «**)=0 (12) 

пересЬкаетъ кривую Р въ такихъточкахъ, гд'Ь кривая 2^ шгЬетъ 
еъ хасательною соприкосновеше 1-го порядка. 

Не нарушая общности разсуждешй, можемъ положить, что 
атимъ ствойствомъ обладаетъ кривая 

ГМ. «,)=0 *). (13) 

Въ таконъ случа'Ь кривая (3) при х=Л. перес^^каетъ кривую 
Р въ группе такихъ точекъ, гдЬ Р и1гЬетъ съ касательною 
соприкосновеше перваго порядка. 

Пользуясь этимъ результатомъ, мы можемъ для точки 2^=1 
построить корни Фуксова уравнешя той дифференщальной ре- 
зольвенты, которой удовлетворяюгъ функщи <р^, ?,, %. Такь 
какъ величина х=\ соотв'Ьтствуетъ двукратнымъ винтовымъ 
точкамъ поверхности ?Я\^^ то мы должны положить >.=2 въ 
формулахъ (117) параграфа 5 главы I. Въ результате ваходимъ: 

Обозначимъ буквами ^\ ^'\ (^"' интегралы дифференщаль- 
ной резольвенты, соотв^тствуюпце корнямъ (14) Фуксова ура- 
внен1я. Они разл(й&атся въ области точки х=\ въ р<ды вида: 

(15) 

*) Мн всегда можемъ удомехворвхь аюму усювш, совершая въ случае 
надобности линеХное преобразовавхе независииаго перем^ннаго. 
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РДа?-1), Р.(а;-1), Р,(х-1) 

суть фувкщи голоморфныя въ области точки :г=1 и отличныя 
отъ нуля при а:=1. 

Корней Фуксовыхъ уравнеый для остальныхъ критичесЕихъ 
точекъ мы не знаемъ, но- можемъ сделать относительно нихъ 
несколько заключешй. ' « 

1) Общ1й знаменатель корней Фуксовыхъ уравнешй для точки 
х=оо равенъ 4; а для остадьныхъ критическихъ точекъ онъ 
равенъ 2. 

2) Всякая функхця типа 9 ^^Р^ а:=оо есть безконечво-малая 

порядка не ниже -, а при вс^хъ остальныхъ критическихъ 

точкахъ— безконечно-большая порядка не выше -. 
Форма 

— первой степени относительно ср,, ^з) 9з* ^^* ^^^ фушаця 
типа 9 в должна обладать только-что указанными свойствами 
Въ то-же время она выражается въ вид'Ь радикала изъ ращо- 
нальной функцш перем^ннаго о; и не им^етъ другихъ полю 
совъ, кром'Ь О, 1 и а. 

Пользуясь этими данными, находимъ выражеше формы- 
/^^(?м ?1> 9з) черезъ перемЬчное я?: 

гд'6 А — некоторое постоянное чнсло. 
Изъ уравнен1й (3) и (16) находвмъ: 

'(?., ?.. Ь)=сГ'^ Л*х-Чх-1Г'''(х-а)-\ (17) 

ГЛЬ, ?». Ь)=сГ'* Л*х-Чх-1ГЧх-а)~* . 
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Изъ равенствъ (15) в (16) сл^дуетъ, что можно положить: 

/^(?|, ?п ?,)=?'^ (18) 

Вел чины (р|, 9<9 Фз выражаются въ вщ^ лнейвнхъ одво- 
родныхъ фунЕцШ отъ 9^, (|^'', (р'^'. Отсюда находииъ равенство: 






-а.,,?'?"-^а,.,9'(р--на.,9"Г. 



(19) 



^.|> л«,п «з.»> в, 5, а,„ а,з 



суть некоторая постоянные величины. 

При обходе около точки а;=1 величины (15) испытываютъ 
линейное преобразоваше: 

Поэтому правая часть равенства (19) посл^ обхода около 
точки 07=1 принимаетъ такой видъ: 

а. , /'-ьа...?"»-»ч,, ^9"'*-«, ,У<Р"-*-в. ,?У"-«...<Р'У" . (21) 

Оь другой стороны, вторая изъ формулъ (17) показываетъ, 
что при сказанномъ обходЬ функщя /*,(9|9 9и %) только жЬ- 
ниетъ знакъ. Выражетя (19) и (21) должны разниться только 
«накбмъ. Отсюда сл-Ьдуеть, что ии-Ьготъ м^^сто равенства: 

«1 .1 =Л2.2=«1^.1=Я1 ,3=0 . 

Равенство (19) принимаетъ видъ: 

/;(?о т., ?,)=9"(«1.,?'-*-«..з?"'). (22) 

Коаффищентъ а^ ^ отличенъ отъ нуля: иначе формы (18) и 
(22) имЪли бы общ1й множитель (^"\ чего быть не должно. 

До сихъ поръ мы подразумевали подъ %, ф^» 7,9 какую- 
вибудь систему линейно-независимыхъ функцШ типа «р. 

21 
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Выберешь теперь эти функщи такъ, чтобы юАля 1гЬсто ра- 
венства: 

9.=?'", ?»=Т", ?з=а|л?'-*-«.,э9'". (23) 

Эти величины между собою линейно-независшш, потому, что 
определитель: 

0,0,1 

2>= 0,1, О =:— а, 

«1.. » О , а,^ 



«.» 



отлченъ отъ нуля. 

Равенства (15) в (23) опредЪляютъ функщн %, <р„ (р, до 
постоянннхъ множителей. 

Изъ формулъ (20) и (23) сл^дуетъ, что при обходЬ около 
точки х=1 функцш (р|> 9иЬ нспнтнваютъ линейное преобра- 
воваше: 

?1=— ?|. ?.=?„ ?,=-?.• (24) 

Обращаясь къ равенствамъ (18) и (22), находинъ, что фор- 
мы /"«(?.» ?«» <Р,) и /;(?,, ?„ ?,) выраамются такъ: 






(25) 



Функщи /;(9,, о„ (рз) и /;(ср,, !р„ ?,) можно представить въ 
такомъ видЪ: 









(26) 

(271 



Изъ равенствъ (17) видно, что формы (26) и (27) не должны 
меняться при обходе около точки ;г=1, т. е. подъ вл1яше11ъ 
подстановки (24). Это возможно только при внполнети услов1й: 
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Равенства (26) и (27) принииаютъ видь: 

и (<Р, , ?,» ?,)=с. .. Ь *-^*л Ь *■+<. ^ ?/ - с. .. ?! ?, • (29) 

Вставляя внражешя (25), (28) и (29) въ равенства (8), на- 
водит: 



-^-с.(Ь*..,-^2Ь,,.Ь,^)9,* 9,*-+-(2с,Ь,.,6,.,— с,)9,* ?,*-+• 

(с,С*, .,-•-«--1)9, *-ьс,с\,,<р, *н-с,с*,^9. *-ь-2с,с, .,с,,,(р. Ч. 
-^-сЛс*.^-ь2с,.,с,.,)9.* 9,*-»(2с,с,;,с,^— с,) Ь*Ь*-^ 
-+-2с,с, ., с, , 9. • ?,-+-2с,с,.,с, .,9, 9,*9,-^-2с,с, ,,с,,, ?. ?, — ^ 



(30) 



Зж * 



(31) 



Равенства (30) и (31) не могутъ быть тождествами. Это суть 
7равнен1а, свявываюпця функцш ср^, (р^, ^р, ^^^зму собою. 

Если такъ, то уравнешл (30) и (31) долакны бить между 
собою тождественными. Каждое изъ нихъ выражаетъ основ- 
ную 1фивую Р. 

Изъ свазаннаго сл^дуетъ, что коэффшценты одинаковых^ 
членовъ уравнешй (30) я (31) пропорщональны: 

(32) 

20,02 5 С,, ^1 ^«^1,1^1,3 ^1^8,9^1,3 ^«^1,3^3,3 

Отношешя (32) не могутъ равняться ни нулю, ни безконеч- 
ности. Это суть величины конечный. 

21* 
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Величины &2 2 и ^а^ не могутъ быоъ одновременно нулями: 
жначе форма Го(<Р1У ?19 ?з) Д'Ьлилась бы нац'Ьло на %, т. е. 
на форму /"^С?!, ?5, 9,), а это невозможно. 

Такъ какъ величины ^х и о, во вс&хъ иолучепнхъ нами фор- 
хулахъ входить равноправно, то, не уменьшая общности рае- 
суяЕдешй, можемъ положить, что коэффищентъ Ь^^ отличенъ 
отъ нуля. 

Въ такомъ случа*]^ изъ ^равенствъ (32) сл4дуетъ, что с, ^ 
тоже отъ нуля отлично. 

Изъ т^хъ же равемствъ (32) сл-Ьдуеть, что при &, д ^ Сг^ 
отличншъ отъ нуля, должны им^ть м^сто пропорщи: 

^==5ы^5!А. (33) 

^4,« ^1,1 ^1.3 

Если бы &^ 3 бьшо отлично отъ нуля, то изъ равенств^(ЗЗ) 
мы могли бы заключить, что с^ , тоже отлично отъ нуля. 

Въ юкомъ случае взъ равенствъ (32) мы могли бы полу- 
чить еще такую пронорщю: 

Не трудно видеть, что пропорц1Я (34) невозможна. Въ са- 
момъ д&1%, изъ равенствъ (33) и (34) слЪдуетъ, что коэффв* 
щенты Ъ^^^ &, ,, б^.з» ^|.з пропорщональны кодффищентамъ 
^^п ^«,15 ^3.3? ^1.35 '^•^* формы (28) и (29) разнятся другъотъ 
друга только постоявнымъ множителемъ, чего, конечно, быть 
не можетъ. 

Итакъ, коэффищенты Ь^ ^ и с^ ^ равны нулю: 

Ь| ,3=^1 .3=0. (35) 

Вставивъ эти величины въ формулы (28), (29), (32) и (33), 
находимъ: 

/о(Т«, 9„ ?з)=Ь.и Ь'-^К^г Ь'-^Ь,^ Ф,\ (36) 

Ш^^ ?п Ь)-с,^, 9, *-*-с, , ?,*н-с,,, Ф,^ (37) 
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^=^. (3«) 

Изъ равенствъ (36) и (37) сл^дуетъ, что коэффищенты й^^з ^ 
Сзз отличны отъ нуля. 

Въ саномъ дЪл^, если одинъ ивъ этихъ двухъ коэффищея- 
товъ равенъ нулю, то и другой будетъ нулехъ, какь видео ивъ 
равенствъ (38) . Но въ тавомъ случа* изъ пропорщи (89) бу- 
детъ следовать, что формы (36) и (37) разнятся другъ отъ 
друга только постояннымъ множителемъ. А этого быть не 
должно. 

Итакъ, действительно, Ь^^ и с, , суть величины отличный 
отъ нуля. 

Пользуясь этимъ замЪчан1емъ, выводимъ изъ равенствъ (38) 
]фОпорц1ю: 

^=^. (40) 

Сравнивъ между собою проаорщи (39) и (40), прихо- 
димъ къ заключешю, что Ь, , и с, ^ равны нулю: иначе 
мы опять нашли бы, что формы (36) и (37) разнятся другъ 
отъ друга только постояннымъ множителемъ. 

Итакъ, дЬйствительно 

Внеся величины (41) въ равенства (36), (37) и (38), находимъ: 
ГМп ?2, ?Л=Ь,,,?, '-низ ,,?,*, (42) 

/;(?., ?2, ?з)=С2.2?2'-^-Сз,3?з'. (43) 



1--а с^г,»,, с.с^з,, 2с,с,^5Сз;,— с, 



(44) 



Соодк 
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Пользуясь произволомъ постоянныхъ множителей, входящихъ 
въ функцш 92 ^^ ?з9 моженъ ^выбрать ихъ такъ, чтобы Еоэф- 
фищентн Ъ^^ и о, , равнялись единице: 

Ьл,= Ьз^=1. (45) 

Въ такомъ случа'Ь изъ равенств'Ь (44) найдемъ: 

Еоэффищенты с, , и с, , не могутъ бшъ равны между со- 
бою: иначе формы (42) и (43) разнились бы другъ отъ друга 
ТОЛЬКО ностояннымъ множителемъ. 

Бели такъ, то должно имбть мЬсто равенство: 

с,',,=-с,^,. . (46) 

На основаши равенствъ (45) и (46) равенства (44) ирини- 
маютъ сл^дуюпой видь: 

Отсюда: 



.,,= \/5.(1_а), с.=1(^е.. 



(48) 



Равенства (42) и (43) примутъ ввдъ: 

/".(?., ?., Ъ)=Ъ*^Ь** (49) 






(50) 



Внеся формулы (25), (49), (50) и (48) въ уравнеше (5), 
находимъ 

с.(?. *-?,')' -• ^^^ с„(?,<р,)» : с„(1 - а)(?,«- <р,')* : ?, ♦= 

(51) 
г= а? : (а;-^1) : (а;— а) : 1 . 



Соодк 
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Пользуясь остающимся посл'бдникъ произволомъ въ выборе 
постояннаго множителя, входящего въ фуншцю (р^^мнможемъ 
едЬлать такъ, чтобы коэффищентъ г^ въ уравнеши (5) рав- 
нялся — 1: 

с,= -Ь (52) 

Уравнеше (51) приметь видъ: 

(53) 
= X : {х—1) : (х — а) : 1 . 

Таковъ окончательный видъ уравнешя (5). 

На основаши равенства (52) выра2Бен1я (48) примутъ видъ. 






Внесемъ величины (35), (41), (45), (46), (52) и (54) въ ура- 
внеше (30): 



?.*-?.*-ь9з'н-Н(2^)^,*^,.= , 



(55) 



Таковъ окончательный видъ уравнешя (6). 

Введя въ уравнешяхъ (53) п (55) вместо <^^^ (р„ ср, вели- 
чины щ, щ, находимъ: 

(56) 
и/-^и,'^1-^^^^^и,'=0. (57) 

Таковъ окончательный видъ изучаемой нами основной си- 
стемы уравнеши четвертаго типа. 

Эти уравнен1я рЬшаются въ радикалахъ очень щ^осто: 
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1 4 / 2у/(1--«)а? 

* /1/(1 — л)х-*-\/<С — а 

«,= V . ■ . 

▼ у(1 — «)а?— уо? — а 

« 

Ивъ формулъ (16) и (25) слАдуетъ: 

9,=^""*"(а?— 1)"*^(я; — а)~^. 
Изъ формулъ (58) и (59) выводимъ тат заыючешя: 



< я» 



9,= ^2 *(1— а) 'е'х ^ {х—\) *(«—«) *Х 
У\/(1 — а)а?н- \/д?— а, 



« яг» 



(58) 



(59) 



(60) 



<р,= ^2 '(1-а) ' е' X ^ {х—т) ^ {х—т) *Х 

XV/^/(1-^а^-V^■=^. 

Отсюда видно, что функщи ^, и 9$ Щ>и всевозмоашыхъ об- 
ходахъ на плоскости переы^ннаго х испытываютъ бинарныя 
однородныя линейный преобразовашя. Сл'Ьдовательно фунщш 
(60) составляютъ систему двухъ линейно-независимыхъ инте- 
граловъ линейной дифференщальной резольвенты втораю по- 
рядка. 

Этого и надо было ожидать. ДМствительно, уравнеше (56) 
можно представить въ такомъ вид'Ь: 

(^Т<^-)'^'''*='^('-"^'' '"> 



гдЬ 



^ = 



1— а 



X 



1—х' 



(62) 
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Это — одно язъ уравнешй Шварца. Оно двупирамиднаго тваа 
(тавъ называемое четверичное уравнен1е) и нм'Ьетъ канониче- 
сшй видъ*). 

Корни уравден1я (61) суть отношешя частныхъ интегралов'Ь 
гипергеоме'1'рическаго уравнения: 

Уравнеше (63) можно назвать дифферснц1альной резольвентой 
2-го порядка для основной системы уравненШ ( 56) и (57) . Сл4до- 
вательно основная система (56) и (57) принадлежитысъ классу 
уравнен1й, разр-Ьшимыхъ въ гипергеометрическихъ функщяхъ. 

Классъ уравнешЁ, разр^шимыхъ въ гипергеометрическихъ 
функщяхъ, былъ нами разсмотрЬнъ въ прежней рабогЬ. По- 
этому теперь объ уравнен1яхъ четвертаго типа мы упоминать 
больше не будемъ. 



Соображая все сказанное въ главахъ II — У1, мы видимъ, что 
за исключешемъ только что разсмотр'Ьннаго въ настоящемъ 
параграф'^ четвертаго типа, всЬ остальные типы основныхъ 
системъ уравнешй им'Ьютъ дифференщальную резольвенту 
третьяго порядка съ гремя критическими точками: О, 1 , со . 

Въ этихъ резольвентахъ коэффищентами служатъ н'Ькоторыя 
постоянныя числа, опред^Ьляемыя только типомъ основной си- 
стемы. 

Изучпвъ свойства интеграловъ дифференщальной резольвенты 
и разложивъ ихъ въ ряды, мы можемъ р'Ьпхшь помощью этихъ 
рядовъ всякое алгебраическое уравнеше рода 3: 

Ф(У, ^)=0, (I) 



*) См. Лахпггтъ. Алгебраичесшя уравненхя, разр-Ьшимыя въ гипергесме- 
трическихъ функщлхъ. Глава V, параграфъ 22, формулы (И). 
**) См. тамъ-же. Глава УП, параграфъ 33, формулы (63) и (64). 
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если оно приводить къ одной изъ основныхъ системъ найден- 
ннхъ выше типовъ. 

Хотя бы въ козффнщенты уравненхя (I) входили Еакге-либо 
буквенные коэффицхенты: 

а, Ь, с, Л, ?, (II) 

т^мъ не мен'Ье всяк!!^ корень его представится въ вид'Ь ращо- 
нальной функц1и величинъ 

«I,, и,, (Щ) 

удовлетворяющихъ основной систем*! уравнешй. 
Формула р'Ьшенхя уравнен1я (I) будетъ такова: 

у=/'{а, Ъ, с,..., к, I, щ, и,1 (IV) 

гдЬ / есть символъ ращональной функщи входящихъ въ нее 
аргументовъ. 

Величины и^, и^ суть функщи только одного перем'Ьннаго 
X и могутъ зависать отъ величинъ коэффищентовъ (II) лишь 
по стольку, по скольку эти коэффищенты опред]&ляютъ типъ 
дифференщальной резольвенты. Величины и^ , щ представляють 
собою тотъ новый элементъ, который даетъ возмоаность раз- 
решить урабнете (I) даже безъ помощи радикаловъ '^).. 



•) Сравн. сказанное на 2-ой страниц-Ь введен1я. 
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ГЛАВА VII. 

Алгебраическ1я резольвенты основной системы уравнен1й 

перваго типа. 

§ 31. Иоит1е объ алгсбрашчеекоК резолвешгЬ оеювю! еш- 
стешы уравшешИ. 

На основанш зам^чапгя, с^г^^ланнаго въ еонц'Ь прошлой главы, 
мыбудемъ говорить только о такихъ основныхъ системахъ уравне- 
шй, въ которыхъ корни И1г6ють три критическ1Я точки: 0, 1 и со. 

Уравнешя каждоГ( такой системы приводятся къ виду: 

Со/^^Ч««17 ^г) :с./,^'(««п ««^•/'ооЧ**!» и,)=х:{х^\) : 1, (1) 

Щи,, щ)=0. (2) 

Дифференщальную резольвенту уравнешй (1) и (2) мы бу- 
демъ представлять себ'Ь въ такой форм'Ь: 



(3) 



'Ы<^\ Ф.Н, ф,(а;) 

суть н^жоторне ц:Ьлые относительно х многочлены, степени ко- 
торнхъ соответственно равны: 1, 2, 3. 
Обовначивъ буквами 
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некоторую систему динейно-'НевависвмЕосъ интеграловъ уравне- 
шя (3), мы можемъ представить корни основной системы (1) 
и (2) въ вид'Ь отношешй величинъ (4) мещу собою: 

Группу однородныхъ линейныхъ преобразовашК, испытываемнхъ 
функ1цями (4) при всевозможныхъ обходахъ на плоскости пе- 
ремЬннаго х^ мы по прежнему будемъ обозначать символомъ Оу. 
Соответствующую ей группу неоднородныхъ подстановокъ бу- 
демъ обозначать спмволомъ д^. Правильную Риманову поверх- 
ность, на которой однозначно распространены какъ функщя(4), 
^такъ и функцш (5), мы будемъ обозначать буквою !К^у. 

Возьмемъ какую нибудь ращональнуюфункццо корней «,, к, 
уравнешй (1) и (2): 

у=Е{и,, щ), (6) 

или на основаши равенствъ (5): 

Это будетъ алгебраическая функфя перем'Ьннаго х. Она будегь 
корнемъ н-Ькотораго алгебраическаго уравнешя: 

ф(у, х)=0. (8) 

Степень этого уравнен1я относительно у обозначимъ буквою //. 

Мы найдемъ ыА корни уравпеп1я (8), производя во второй 
части равенства (7) поочередно вс* подстановки группы 6у. 

Пусть К' изъ числа N подстановокъ группы ву не мЬняютъ 
нравоЁ части равенства (7). Эти N' подстановокъ мы обозна- 
чимъ символами: 

*) Можетъ случиться, что правая часть равенства (7) м-Ьняется вс1.мя 
подстановками группы (ту кромЬ тоадественной подстановки ^8о=1* Т^'''^ 
^=1. Хотя этогь случай для пасъ пе представляеть интереса, тЬш. пе 
мен'Ье и для него паши разсу/кдеп1я остаются въ сил*. 



01дШ2ес1 Ьу ^з0051С 



— 333 — 

Подстановки (9), необходимо, составить группу порядка Л/' . 
Бе мы обозначпмъ сямволомъ (?у. Группа Ок' входить въ 
Ок и соетавлиеть для ней подгруппу. 

Обычными разсуаценшми теорш группь можно доказать, что* 
всЪ подстановки группы Вк расположатся вь таблицу: 

51,(1, =Т, , 6?,(Т, , 5,(7, , . . ., Я!йг'-.1(У„ } (10) 



гд* 

(Г,, (У„. . •, <1^_, (11) 

суть некоторый подстановки группы вл, не входапця вь (ху . 
Число п равно числу различныхъ между собою значешй, пр!- 
обрЬтаемыхъ функцхею: 



В 






подъ вл1яшемъ подстановокъ группы Оу . Ясно, что это число 
равно степени уравненк (8), которую мы уже ранФе обозна- 
чили тою-же буквою п. 

Такъ какъ подстановки (10) какъ разъ исчерпывають в(А 
подстановки группы Оу' , то должно им'1ть мЬсто равенство: 

N^N'91. (12) 

Группу неоднородныхъ подстановокъ^ соотв'Ьтствующихъ под- 
становкамъ группы 6^ ' , мы обозначпмъ символомъ ^д'. 

Группа ^л' входить вь группу ду. 

Вернемся къ функщи (7). 

Пусть намь удалось подобрать эту функщю такъ, чтобы она 
удовлетворяла сл^дующииъ услов1ямь: 
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1) Эта фунщш не меняется подстановшиш (9) группы ^у ; 

2) порядокъ*)ея на поверхности д(у равенъ N% т. е. функ- 
Ц1Я (7) всякое комплексное вначеще прюбр^таетъ въ ^' точ- 
вахъ поверхности Шц. 

Поверхность д(ц отобразкается взаимно-однозначно на кривую 

Р{щ, и,)=0. (2) 

Следовательно система уравнешй: 

у^В{и,, щ), (6) 

Щи,, щ)=0 (2) 

при всякомъ данномъ значеши у им^етъ ^' и только К' раз- 
личннхъ парь рЬшешй щ, и^. Эти пары р%шен1й связаны меж- 
ду собою подстановками группы д^' , входящей въ ^^ • 

Отсюда сл^дуетъ, что, вставляя поочередно каакдую изъ эти» 
^ парь значешй и,, и^ въ уравнеше (1), мы получимъ каак- 
днй разъ одну и ту-же вполн^^ определенную величину для 
перем^ннаго х. 

Если такъ, то въ уравнешй 

Ф(у, х)=0 (8) 

каждой данной величине у соответствуетъ единственная и вполне 
определенная величина переменнаго х. 

Уравневае (8) первой степени относительно х и приводится 
къ виду: 

^= 5^> (13) 

гдЬ 

^'М и Р^{у) 

суть ц-блые многочлены относительно у. Степень одного изъ 
этихъ многочленовъ непременно равна п, а степень другаго 
или равна или ниже п. Дробь въ правой части равенства(13), 
несократима . 



*) См. параграфъ 15 главы IV отдела I. 
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ВнФшнШ видь уравнешя (13) показываетъ, тго кривы, вы- 
ражаемая этинъ уравнешемъ, увикурсальна: об^ координатн 
X ш у суть ращональння фушсщи вел чины у. 

Это значить, что родъ уравнешя (13) равенъ нулю. 

Положивъ: 

РМ-Р^(у)^РЛу). (14) 

мы представимъ уравнен1е (13) въ такомъ вид^^: 

27,(у) : Р,{у) : Р^{у)=^ х : (х-1) : 1. (15) 

Ясно, что уравнеше * 

опред^ляетъ величины у^ соотв'Ьтствуюпця зяачешю 0^ = 0, а 
уравнен1я 

РМ=0 Е Р^{у)=0 
опред'Ьляютъ величины у^ соотв^тствуюпця значешямъ 2:=1 и 

Следуя Клейну, мы назовемъ уравнеше (15) резольвентой 
уравнен1й (1) н (2). Мы будемъ называть его алгебраической 
резольвентой въ отлич1е отъ дифференщальной резольвенты (3). 
Им'Ья пару величинъ и^у и..^ удовлетворяющихъ основной си- 
стем*! (1) и (2) при данномъ значснш х^ мы находимъ вс^ п 
корней уравнешя (15) помощью формулы (6) и выражешя 
подстановокъ (11). 

Такимъ образомъ всЬ корни уравпешя (15) выражаются ра- 
щонально черезъ интегралы дифференщальной резольвенты(З). 

Проведя на правильной Римаповой поверхности ?К^у шесть 
сЬчешй, мы превращаемъ ее въ односвязную поверхность. 
Поел*! надлежащихъ деформащй полученная односвязная по- 
верхность можетъ быть превращена въ плоскШ многоуголь- 
никъ Р\. Прим'Ьры такихъ многоугольниковъ мы уже вщЬла выше 
на черт. I — VI. Многоугольникъ ^'л- покрытъ сЬтью изъ -А/' 
четыреугольниковъ. Каждому четыреугольнику соотвЬтствуетъ 
одна изъ подстановокъ труппы О^. Формулы этихъ подстано- 
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вокъ по прежнему будеиъ предполагать записанными насашпъ 
четвреугольникахъ. Стороны многоугольника 2^^ попарно экви- 
валентны. 

Отм'Ьтимъ четыреугольники с&ти Р^^ соотв^тствуюпце под- 
становкамъ: 

(1^=1, с^, (т,,..., а«,1, (16) 

Въ выбор'Ь подстановокъ (16) есть н']^который произволъ. 

Мы можемъ воспользоваться этимъ произволомъ съ тЪмъ, 
чтобы четыреугольники, соотв^тствуюпце подстановкамъ (16), 
составляли сплошной многоугольпикъ. Докажемъ это *). 

Возьмемъ четыреугольникъ 1 сети В^. НаКдемъ подстановки 
четнреугольниковъ съ нпмъ смежныхъ. По 1файней м'Ьр^ одна 
изъ ни&ъ не войдетъ въ группу бг^' : иначе 06*6 основный под- 
становки группы О^ входили бы въ (тх' . Группа О^^' не раз- 
нилась бы отъ Оу. 

Итакъ, одинъ изъ четыреугольниковъ, смежныхъ съ четыре- 
угольникомъ 1, соотв'Ьгствуетъ подстановке, не входяще! въ 
группу О^' . Эту подсгановку мы въ прав* принять за с^ . 
Возьмемъ сплошную площадь, состоящую изъ двухъ четнре- 
угольниковъ: 1 и ^7^ и найдьмъ формулы всЬхъ четыреуголь- 
никовъ емежныхъ со сказанною площадью. Если п>2, то въ 
числе этихъ подстановокъ по крайней м^рЪ одна не войдетъ 
въ группу (тк': иначе группа (Зк состояла бы только изъ 2 Л^' 
подстановокъ: 

Число п равнялось бы 2. 

Итакъ одинъ изъ четыреугольниковъ, смежныхъ съ площадью 
1 и (I,, соотв4тствуетъ подстановке, не входящей въ вц' . Эта 
подстановка, кроме того, отлична отъ подстановокъ (17). Бе 
мы въ праве принять за а, . 



*) Совершенно подобное же предложен1е быю нами доказано въ пре- 
жней работ]^. См. Л(1хтинъ, Алгебраичесшя уравнен1я, разр^шимыя въ ш- 
пергеометричесБихъ ф7нкц1яхъ. Глава IX, § 38. 
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Взявъ сплошную площадь изъ четыреугольнвковъ: 1, с,, г,, 
мы повторимъ гЬ-же равсужден1я. И т. д. 

Въ результате мы найдемъ сплошную площадь, состоящую 
изь п четыреугольпиковъ: 

Эту площадь, состоящую изъ п четыреугольнвковъ (16), иы 
обозначвмъ симэоломъ Ъ\. 

Въ какой бы части сЬти ^х мы ни отм'Ьтил! точку Р, — 
всегда найдется одна точка внутри площади 2"^^; эквивалентная 
точкЬ Р относительно подстановокъ группы 6^' . Точки, ле- 
жапця на контуров площади 2^^,, попарно эквивалентпы между со- 
бою относительно подстановокъ группы (т^' . Поэтому и стороны 
многоугольника 1^'^ попарно эквивалентны между собою относи- 
тельно подстановокъ группы Сгл' • Эти стороны мы будемъ со- 
кращенно называть эквнвалептными сторонами многоугольника 
Р,^ .' Многоугольникъ ^\ . им'Ьетъ совершенно такое же значе- 
ше для уравнешя (15), какое им'Ьлъ многоугольникъ Р^ для 
основной системы уравненй (1) и (2). Каждому изъ п четы- 
реугольниковъ (16) сЬти Р,^ соотв-Ьтствуотъ свой корень ура- 
внев1я (15) и свой листъ Римановой поверхности Э\,^, на ко- 
торой распространены однозначно корни уравнешя (15). Мно- 
гоугольникъ 1*^ служитъ взапмпо-однозначнымъ отображен1емъ 
поверхности 9\^ въ томъ же смыслЬ, какъ выше 2^;, служило 
взаимно однозначнымъ отображен1емъ поверхности Э1к- Разница 
только въ томъ, что ГЛх есть правильная Рамапова поверх- 
ность рода 3, а Э\„ есть неправильная поверхность нулеваго 
рода. 

Выше мы уже неоднократно поступали такъ: выр-Ьзазъ пло- 
щадь 2^х изъ ея плоскости и непрерывно деформируя ее въ про- 
странств'Ь, мы соединяли затЬмъ вмЬсгЬ эквивалентный ея сто- 
роны и получали замкнутую однолистую поверхность 5л рода 
3 въ пространстве. 

Поступая совершенно такъ же съ площадью 1'\, мы полу- 
чимъ замкнутую однолистую поверхность нулевого рода §„ 
въ пространстве. Эта поверхность покрыта сЬтью изъ п 64- 
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днхъ и п черныхъ треугольниковъ. Такъ цакъ родъ поверх- 
ности $„ равенъ нулю, то ее можно представлять себ^въвщ^ 
безграничной плоскости, гагЬющей только одну безконечно-уда* 
ленную точку. 

Вся плоскость будетъ покрыта с^тью изъ п б^^лыхъ и п чер- 
ннхъ треугольниковъ. Узловыя точки с^ти будутъ соответ- 
ствовать критическикъ точкамъ х==^0^ 1, оо. СФть $„ можно 
построить, пользуясь совершенно элементарными соображешями 
на основан1и 'Вида многоугольника ^Р„ . 

Построивъ с'Ьть $и, мы будемъ наглядно видеть расположен 
те листовъ поверхности ?Я^ около винтовцхъ точекъ. 

Полученныя такимъ образомъ заключешя дадутъ возможность 
построить уравнеше (15). 

Таковъ планъ построен1я алгебраической резольвенты (15). 



Алгебраическ1я резольвенты основной системы уравнешй нерва- 
го типа п соотв'Ьтствуюпця имъ подгруппы, входяпця въ (г^ вч 9 были 
изучены Клейномъ и Горданомъ . Поэтому мы не будемъ оста- 
навливаться слишкомъ долго на этомъ вопрос']^. Мы разсмо- 
тримъ только наиболее интересный резольвенты и покажемъ, 
какъ нам'Ьченный выше планъ применяется къ нахождешю 
этихъ резольвентъ и раскрьгпю ихъ важнейшихъ свойствъ. 

§ 32. Резольвента 8-го порядка. 

Припомнимъ н^которыл свойства основной системы уравне- 
шй перваго типа: 

Т\и,, щ):^\и,, и,) : -1728 Я ^(«^,, и,)= х : {х—1) : 1, (18) 

и,.' щ-^,'-нщ=0 *). (19) 

Въ глав'Ь II мы видели, что 24 точки перегиба кривой (19) 
распадаются на 8 троекъ, при чемъ точки каждой тройки слу- 
аватъ вершинами треугольника, обладающаго тЪмъ же свой- 



*) Си. маву II, параграфъ 10, формулы (126) и (127). 
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ствонъ, какъ и воордннатянй треугольвикъ по отношенш къ 
кривой (19). 
Дал^Ье, мн видели, что подстановваТ-го порядка группыб',,,: 

■ ?1=5«<р„ ?,=■•*?„ 9^=^?,, I *) 
5: ,„. (20) 

не м^Ьняетъ ни одной изъ вершинъ координатнаго треугольника, 
а подстановка третьяго порядка: 

^: ?^™?э, ?,=?.. Ь=?г **) (21) 

м^няе1*ь эти вершины въ круговомъ порядке. 

Между подстановками 8 и 17 существуетъ соотношеше: 

8и=и8\ (22) 

какъ мы уб'Ьждаемся непосредственно изъ формулъ(20) и(21). 
Составимъ всевозможныя произведен1я изъ множителей /5 и 
II. ВсЬ эти произведешя буду1Ъ динейныя подстановки, обла- 
даюпця сл'Ьдующими свойствами: 

1) ВС* он-Ь входятъ въ группу в,в,; 

2) каждая изъ пихъ преобразус!^ координатный треуголь- 
ниЕъ въ самого себя; 

3) совокупность вс^хъ подсгановокъ, полученныхъ сказан- 
нымъ образомъ, составляетъ н-Ькоторую группу; 

4) основныя подстановки этой группы суть 8 ш II, 

5) всякая подстановка полученной группы выражается фор- 
мулой вида: 

6?^ V? 5^ и\ . , 5^ I7^ (23) 

гд* 

а, ^, Ъ ^7'", >1 (^ 
суть ц'Ьлыя числа или нули. 



♦) См. главу II, параграфъ 1), формулы (78). 
**) См. главу II, параграфъ 9, <|юрмулы (90). 



22* 
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На основан1Е соотношен1я (22) всякая подстановка вида(23) 
можетъ быть представлена бол']^е простою формулою: 

и" 8\ (24> 

гдЬ 

А=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, А=0, 1, 2. 

Съ другой стороны, всякая подстановка (24) принадлежитъ къ- 
разсматриваемой групп'6. 

Число всЬхъ подстановокъ вида (24) равно 

3.7=21. 

Всё он:Ь между собою различны. Сл'Ьдовательно разсматри* 
ваемая нами группа — порядка 21. Мы обозначимъ ее синво- 
ломъ 0^^, В(Л ея подстановки выражаются формулами (24). 

Группа 0^^ есть совокупность всЬхъ подстановокъ группы 
^168 9 преобразующихъ координатный треугольникъ въ него 
самого. 

Возьмемъ семь подстановокъ: 

3^, ^8, -У8\ ^8\ ^8\ 5^8\ -Т8'. (25) 

Ни одна- изъ нихъ не входить въ группу (г^,. Въ самомъ 
хкл% подстановка /8^ въ группу 0^^ входить; если бы въ груп- 
пу (?21 вошла, кром'Ь того, одна изъ подстановокъ (25), то въ 
группу (?,, вошла бы и подстановка ^. 064 основныя под- 
становки 5 и 3^' группы в^^.^ вошли бы въ О^^. Группа 6?,, 
не разнилась бы 01ъ группы (З^,.». А это невозможно. 

Дал4е, мы видимъ, чго въ числ4 подстановокъ (25) равныхъ 
быть не можетъ. 

Умножимъ каждую изъ 21 подстановокъ (24) поочередно на 
каждую изъ восьми подстановокъ: 

1, 3^, ^8, д^5^ -18\ ^8\ 3^5», ^5^ (26) 

Получится всего 168 подстановокъ, выражающихся фор- 
мулами: 

и^8\ ^^8^'-^8', (27) 
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й, 1=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6; Л=0, 1, 2. 



Обращаясь къ формуламъ (192) и (193) главы II, мы ви^ 
димъ, что полученный нами подстановки (27) какъразъ исчер- 
пываютъ всю группу ^^^^. 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что подстановки (26) по отношешю къ 
группамъ ^^,,^ и ^^^ играют% ту самую роль, какъ и подста- 
новки 



^о=1> ^П '^в?' 



(16) 



прошлаго параграфа по отношешю къ группамъ О^ и 0^' . 

ОгмЪтимъ на черт. I четыреугольники, соотв^тствуюпце под- 
становкамъ (26). Получится многоуголъникъ, обозначенный на 
черт.1 буквами -4, ВВЕРЕ^ Д В, Л^ . Онъ представленъ отдельно 
оа чертеж']^ 13. Согласно сказанному въпрошломъ параграф-!, 




Черт. 13. 

мы обозначихгь многоугольникъ -4, Б2)-Б2^ДДБ^ -4, буквою -Р^. 
Обращаясь къ черт. I, мы непосредственно видимъ, что сто- 
рона Л^В^ многоугольника Е^ эквивалентна стороне ^4^1):онЬ 
связаны между собою подстановкою /8^ группы (7^ ев- 
Для того, чтобы преобразовать сторону ВЕ въ ЕЕ помощью 
подстановокъ группы 0^^^, мы должны выполнить: 
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1) подстановку обратную 5Г5^*, т. е* 8*^^ 

2) подстановку ^8*^. 

Иными словами сторона ВЕ преобразуется въ РЕ подста- 
новкою: 

а=^8' 3^5* 3^. (28) 

Въ гдав'Ь П мы вцдЬли, что 

и=8*5^8*-Т8'^.*) (29) 

Ивъ равенствъ (28) и (29) сл'Ьдуетъ: 
откуда 

а=^Щ^8\ (30) 

Дал'Ьеу въ глав'Ь II, мы нашли, что 

173^=д'г7*.**) (31) 

Поэтому формула (30) принимаетъ видъ: 

11=17*5'. (32) 

Это — одна И8Ъ подстановокъ (24) группы СI^^ . Поэтому сто* 
роны ВЕ и РЕ многоугольника Р^ связаны между собою под- 
становкою (32) группы (т^! . Это дв^Ь эквивалентный стороны 
многоугольника Р^. 

Подобнымъ же образомъ находимъ, что сторона ^^Е^ пре^ 
образуется въ РЕ^ подстановкою II* 8 \ 

Итакъ, эквивалентный стороны многоугольника Р^ суть: 

А^О, и Л,В, ПЕ и РЕ, ДД и РЕ, . 

Деформируемъ многоугольникъ Р^ въ его плоскости безъ 
складокъ и разрывовъ до т^хъ поръ, пока эквивадентныя 
стороны не соединятся попарно вм'бст^. Получится сЬтъ $«, 
покрывающая всю плоскость. Эта с^Ьть изображена на черте- 



♦) См. маву П, параграфъ 13, формужу (191). 
*♦) См. маву П, параграфъ 12, формулу (170). 



Офгеб Ьу ^з0051С 



— 343 — 

жк Ы*). Для большей ясности соотв^тственныя точки на 
чертеакахъ 13 и 14 обозначены одинаковыми буквами. 

Изъ чертежа 14 видно, что въ Римановой поверхности, со- 




Черт. 14. 

отв-Ётствующей резольвенте 8-го порядка, листы расположены 
сл'Ьдующимъ образомъ: 

1) при х-^0 шесть листовъ связано по 3 вм'ЁстЪ въ двухъ 
трехкратныхъ винтовыхъ гочкахъ, и два листа расположены 
отдельно отъ остальныхъ; 

2) при х^^1 вс*]^ 8 листовъ связаны попарно въ четырехъ 
двукратныхъ винтовыхъ точкахъ; 



*) Этоть чертежъ впервые бшъ построевъ Клейномъ. См. Шьгп, ПеЬег 
<11е ТгапзГогтаиоп $1еЪеп1ег Ог(1пип§ (1ег еШризсЬеп Еипс110пеп. Ма1;Ьепи 
А1та1еп. Ва. Х1У. 
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3) при сг=о^ семь листовъ связаны между собою одной семм- 
кратною винтовой тонкой, а одинъ листъ расположенъ отдЬдьно 
отъ остальныхъ. 

Отсюда сл^^дуетъ, что алгебраическая резольвента 8-ой сте- 
пени им'Ьетъ: 

1) при х=0 два трехратныхъ и два простыхъ корня; 

2) при д:=1 четыре двукратныхъ корня; 

3) при а;=сс одинъ семикратный и одинъ простой корень. 



Пусть 
или, что то-же: 



у=Е{и,, щ), (6) 



есть рацюнальная функщя пары^еличинъ щ^ Щу удовлетво- 
ряющихъ основной систем']^ уравнешй (18) и (19). 

Постараемся найти такое выражеше функфи (7), чтобы она 
1) не м'1нялась отъ подстановоьъ 1фуппы Сг^^; 2) чтобы она 
на Римановой поверхности ^К^^я всякое комплексное значенхе 
прюбрЪтала въ 21 точкЬ. 

Это второе услов1е можно формулировать такъ: кривая 

11{щ, и,)=^0 (33) 

должна им'Ьть съ кривою 

«/г1.-^«*./н-м,=0 (19) 

21 общую точку. 

Для достижен1я указанной ц-^ли поступимъ' сл^дующимъ 
образомъ . 

Возьмемъ фуНБЦ1Ю 

ЪЬЬ- , (34) 

Она не м'&няется отъ подстановокъ 8 и Л^ опредЪляемыхъ 
формулами (20) и (21). Сл']^довательно она инвар1антна отно- 
сительно вс^Ьxъ подстановокъ группы 0,^. 
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Бовархантъ Гессе 

Д?., ?,, ?,)=5?/?.*?,'-?.?,*-?,?з'-?з?/ (35) 

не м-Ьняется ни одною изъ подстановокъ группы 0^^^. 

Онъ подавно не будетъ м'бняться отъ подстановокъ группы 
О5,. входящей въ 6?^в,. 

Если такъ, то функц1я: 

У=, ^<ЬЬ Ъ)' (36) 

инвариантна относительно подстановокъ группы 0^^ при вся- 
комъ конечномъ отличномъ отъ нуля постоянномъ значенш 
множителя '/. 

Функция (36) однородная нулевой степени относительно 
?19?1)?з- Поэтому ее полно представить въ такомъ вид^Ь: 

Первое изъ поставленныхъ требованШ выполнено: функцк 
(36) инвар]антна относительно подстановокъ группы 6^^^ . 

Ввода въ формуле (37) ъъАсто неоднородныхъ коорди^атъ 
й,^ щ однородный координаты х^^ х^. х^^^ки представиыъ пра- 
вую часть равенства (37) или, что то-же, (36) въ такомъ 
видЬ: 

^{^с^х^ 



*Я(а?,, х^^х^У 



(38) 



Сохраняя обозначен1я главы II, мы назовемъ вершины коор- 
динатнаго треугольника буквами ^,, -4«, -4,. 

Это суть 3 изъ числа 24 точекъ перегиба кривой (19). 

Ось 0^1=0 им^^етъ съ кривою (19) въ точ]сЬ А^ соприко- 
сновеше 2-го порядка и пересЬкаетъ кривую (19) въточк^^; 
ось ^:,=^0 имЪетъ съ кривою (19) въ А^ соприкосновеше 2-го 
порядка и пересЬкаетъ ее въ точк% А^\ ось а?,=0 им^етъ.съ 
кривою въ А^ соприкосновеше 2-го порядка и перес^каетъ ее 
въ А, . 
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Крчвая 

им'Ьетъ съ крввою (19) всего 12 общихъ точекъ. Поэтому 
кривая 

{х,х,х,)'=0 

им'Ьетъ съ кривою (19) всего 24 обпця точки. 
Гессева кривая 

Да?,, а?„ а?з)=0 

проходить черезъ точки А^уА^^А^ и при томъ только однаждя. 
Если такъ, то кривая 

^ {х,х, х,У ^^ 
Н(х,,х^,х,) ' 



или, что то-же 

-О (39) 



(Ц|Ц.)' 



им'Ьетъ съ кривою (19) всего 21 общую точку. Эти точки со- 
впадаютъ между собою по 7 и лежатъ въ Д , А,^ А^. 

Итакъ, функц1я (36) удовлетворяешь какъ первому, такъ и 
второму условш, наложенному на функцт (7). Она служить 
корнемъ алгебраической резольвенты 8-ой степени. 

Эта резольвента должна приводиться къ виду: 

Ро{у) : РЛу) : Р^{у)^х:{х-1) : 1. *) (15) 

При х=0 уравнеше (15) обращается зъ 

Ро(У)=0. 



*) Приведенный ниже способъ опред'&1ец1Я ко8ффиц1ентовъ резольвенш 
8-ой степени принадлежитъ Ккейну. Си. КШп. ПеЪег Ше ТгапзЬгтаиоп 
<1ег еШр1]8сЬеп Рапсиопеп шк! (Не АиЯозип^ ёез в1е1сЬпп§еп №пАеп 6га- 
<1е8. Ма1Ьета(. Аппа1еп. Вё. XIV. Стр. 141. 
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Выше мы видели, что резольвента 8-ой степени при х=^0 
иы']&етъ два трехкратныхъ и два простыхъ корня. 
Отсюда слФдуетъ, что многочленъ 2^Ду)*и1г]^етъ такой видъ: 

^"о(у)==(а»*-ьЬун-с)Чду*н- еучгП, (40) 

гдЬ а, Ъу Су ду ву ( суть постоянный числа. 
При х^=^\ уравнеше (15) обращается въ 

1^.(у)=0. 

Выше мы ъщ1^^яЯу что при о; = 1 корня резольвенты 8-ой 
степени д^Ьлаются попарно между собою равными. Отсюда слЪ« 
дуетъ, что многочленъ ^^{у) им*етъ такой видь: 



Р^ (у)={()У'^Ьу'^ку'^1у-^т)\ 



(41). 



гд'Ё Уу Ну ку 1у т суть постоянныя чнсла. 

Выше мы вид'бли, что при а;=со семь корней резольвенты 
8-ой степени делаются меявду собою равными, а одинъ корень 
отличенъ отъ остальныхъ. Отсюда сл'Ьдуетъ, что многочленъ 
Р^{у) им'Ьетъ такой видъ: 



^оо(у)={РУ-^2У{гу-^б), 



(42) 



гдЬ р, у, г, $ суть постоянныя числа. 

Въ гдав'Ь II мы вид^Ьли, что въ области точки о;— ее функ* 
Ч^ ?о ?|» ?з разлагаются въ ряды вида: 

— !- 



*) Си. паву II, § 8, формуды (57). 
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Внеся эти выражешя въ формулу (36), зам'Ьчаемъ, что ве 
дичина у въ области точки х=ео разлагается въ рядъ вида: 



у= ^^^- X ^-^Л^х ^-^А^х '-+-..., 

7 

гд^^ ^^, А ^. . . ерь н^^которыя постоянныя числа. 
Пользуясь формулами (131) главы II, § 10, находимъ: 

а*3 1 



(44) 



7* 1728 • 

Отсюда слЪдустъ, что рядъ \ (44) можно представить въ сл%- 
дующемъ видЪ: 



У = — 



1728 



X 



-I- 



Л^х *4-Л,я?' 



(45) 



Выражеше (45) не м^Ьнястся при обходе около точки ар=со- 
Следовательно (45) ^сть разложеше въ рядъ въ области точки 
а;всо того изъ корней уравнешя (15), который при а;= оэ 
отличенъ отъ остальныхъ. 

Изъ формулы (42) видно, что величина этого корня при 
х=:^оо определяется изъ уравнешя: 

гу-*-8=0. (46) 

Такъ какъ функц1я (45) при а;=со обрапцются вънуль, то 
коэффищентъ $ въ уравнеши (46) равенъ нулю: 

5=0. (47) 

Выполнимъ въ выражеши (36) линейное преобразоваше ^. 
Какъ мы знаемъ, подстановка ^ определяется формулами: 

^- ^ [(г -г^) 9,-*-(г*-г»^ ?,-^(е^-г») ф, ] , *^ 



9,= -^ [(.«-г») ?,-ь(.*-.г») 9,-(е -.•) 9, ], 



■= ^ [(.^-.*) 9,н.(г -еО 9.-ь(И-г«) 9з ]. 



у/7 
*) См. главу П, § 13, фориуш (190). 



(48) 
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Подъ вл1ЯВ1е]1ъ этой подстановки знаменатель выражен1я (36) 
не изменится, но числитель пр1обр^тетъ новое вначен1С. 

Все выражеше (36) посл'Ь преобразован1я (48) приметъ та- 
кой видь: 

X [(^*-г')<р.н-(^^-с»)<р,-ь(Е -1')?,]'Х (49) 

Выражете (49) даетъ величину новаго корня того-же урав- 
нешя (15). 

Вставивъ во второй части равенства (49) вместо 91'?:!9?з 
выражен]я (43) и разложивъ полученный результатъ въ рядъ 
по степенямъ х^ находимъ: 

У=-^ а^'^^Б^н-Дд^-т^^^^^-т^ ^ (50) 

гдЬ 5у, Д, Д,... суть постоянныя числа. 

При обход* около точки х=: со выражен1е (50) меняется. 
Оно возвращается къ первоначальному значешю впервые только 
поел* семи обходовъ около точки х=оо . 

Мы вид'Ьли раньше, что формула (45) даетъ разложен1е 
одного изъ корней уравнен1я (15) въ области точки а:='Х). 

Тепарь мы видимъ, что остальные 7 корней уравнен1Я (15) 
въ области точки х=оо определяются формулою (50). 

Эти 7 корней при а?=со дЬлаются между собою равными, 
обращаясь въ безконечность . 

Формула (42) показываетъ, что при а;= сч? уравнеше (15) 
должно имЪть семикратный корень опред'^^ляемый изъ уравнешя' 

Такъ какъ этому уравнешю должна удовлетворить величина 
у=со, то ясно, что 

р = 0. (51) 
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Изъ равенствъ (47) и (51) сл^дуеть, что формула (42) дол- 
жна принять сл^^дуюпцй видь: 

Р^{у)=Ггу. (52) 

Величина 

^^^ 

нав'Ьрно конечна и отлична отъ нуля. 
Умноживъ всЬ три многочлена 

рм> рлу). р^у) 

на одно и то-же число конечное и отличное отъ нуля, мы не 
изм^нимъ уравнен1Я (15). Поэтому мы можемъ коэффищентъ 
при у въ выражеши (52) сделать равнымъ какому угодно числу 
конечному и отличному отъ нуля. 

Мы положимъ этотъ коэффищентъ равнымъ единиц'Ь. 

Тогда будемъ им-бть равенство: 

^ес(У)=У. (53) 

Такъ какъ величины 2^=0 и у^со служатъ корнями мно- 
гочлена Р^{у\ то он* наверно не могутъ быть корнями ни 
одного изъ многочленовъ Р^,{у) и Р^{у)^ Иначе степень ура- 
внешя (15) была бы ниже восьми. 

Отсюда сл-Ьдуеть, что коэффищенты 

а, с, д, /, о, т 

нав-Ьрио конечны и отличны отъ нуля. 

На этомъ основанш мы можемъ многочлены ^Ау) ^ ^Лу) 
представить въ сл'Ьдующемъ вид*: 

Щу)=аЪ'^Ъ'у^с')\у'^е'у-^Ги (54) 

Р,{У)^9'(У'^^У'^1^У'^1'У'^')\ (55) 

гдЬ 

«', У\ ^\ Г, ^ 
суть числа конечный и отличный отъ нуля. 



Соодк 
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Уравнеше (15) приметь ввдъ: 

: ^{у'"^НУ^1(^у'ч-Гу^тУ: у=х : (я?-1) : 1 . ) ^^ 

Между 1гаогочленами, входяпщми въ это уравнеше сущ.' 
ствуетъ тождественная зависимость: 

. (57) 

Сравнивъ въ обЪихъ частяхъ этого равенства 'коэффициента 
при у', находимы 

а'=5Г. (58) 

ТаЕъ кавъ въ формуле (36) входитъ совершенно произволь- 
ный множитель X, то мы можемъ выбрать его величину такъ, 
чтобы коэффищенть ^' въ уравнен1и (56) равнялся напередь 
заданному числу. Мы выберемъ л такъ, чтобы им^ло м'Ьс'<'о 
равенство: 

Г=49. (59) 

При этомъ величина /. опред'Ьлена съ точностш до знака. 

Мы можемъ выбрать знакъ при /. такъ, чтобы коэффищенть 
Ь' въ уравненш '(56) былъ положителенъ, если этотъ коэффи- 
щентъ окажется отличнымъ отъ нуля. 

Внеся выражешя (58) и (59) въ равенство (57), находимы 

аЧу*-*-й>-4-сО*(у'-не'у-1-49)— у===аЧу*-«-й'у»-4-Л'у'-нГу-*-т')*. 

(60) 

Дифференцируемъ это равенство по у: 
вЧу'^Ь'у-ьс')' {бу'-н (5//-1-7е') у*-*-(46'в'-ч~2с'-4-294)уч- 
н-(147Ь'-4- с'О 1-1= (61) 

= 2аЧу*-|-А'у'-4-Л'у'-^Гу-*-т') (4з^»-*-ЗА'у'-*-2А'у-ьГ). 
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У1гаожимъ об'Ь части равенства (61) на «/ и изъ получен- 
наго такимъ образомъ равенства вичтенъ равенство (60): 

X ( 7у*-1-(4Ь'-н6е')1/»-»-(ЗЬ'е'-нс' -^245)(/*-+-986'^^-49с' } = 

=(у*-^НУ-+-кУ-*-1'уч-т')(7у'-ь-5НУч-иу-*-Гу—т') . (62) 

Такъ какъ многочлены 

у*у-Ъ'у-*-с' и у*-*-Н'у*-*-к'у*-*-^у-*-т' 

вваимно простые, то равенство (62) возможно только нрн 
условихъ: 

(у»-нЬ'ун-с)'=у*-*-|- ну -^ |- А'у' -4- 1 Гу- 1 ш', ) 

7«/«н-(4Ь'-4-6е')у'-*-(ЗЬ'е'н-с'--ь245)2/»н-98Ь'у-49с'= / ^^^^ 
= 7у*-^7кУ-н7кУ-^-Пу+7т\ ) 

Отсюда сл'Ьдуетъ: 

ЫЬ'=.ЪН', 7Ь'*-*-14с'=ЗЛ', 14Ь'с'=Г, 7с'*=-т' 



4Ь'+6е'=7Л', ЗЬ'е'-с'+245=7А;', 98Ь'=7Г,- 49с'= 7т'. ' ^^'^^ 
Изъ этяхъ уравнен1й находямъ: 

с'=1, е'=^ Ь', А'= ^ 6', А'=|- Ь'*-4-^, Г=иЬ\ т'=-7, 

Ь:^=25. 

(65) 
Быше мы говорили, что ири надлежащемъ выбор'Ь величины 
коэффиц1ента х въ формул* (36) коэффищентъ Ь' можетъ 
быть сд']&ланъ положительнымъ . 

Въ такомъ случа-Ь на основанш посл'Ьдняго изъ равенствъ 
(65) можемъ написать: 



Офгеб Ьу ^з0051С 



- 353 — 
• Т^гда равенства (65) оримутъ видъ: 

Ь'=5, (/=1, е'=13, А'=14, Л'=63, Г=70, т'=— 7. (66) 

Для нахожден1я величины коэффшцента а' ноложинъ у=0 
въ равенств'^ (61) и внесемъ величины (66) въ результата этой 
подстановки. 

Находимъ: 

1728а'=1, 
откуда 

Равенства (58), (59), (66) и (67) даюта числовыя величины 
всЪхъ ко9ффшцентовъ уравнешя (56). Внеся эти величины 
въ уравнеше (56), находимъ: 

(у«^5у-|.1)\у«-*-13ун-49) : (у*-1-14у'-4-63у*-*-70у— 7)*: 

(68) 
: 1728у=а?:(я;— 1):1. 

Таковъ окончательный видъ резольвенты 8-ой степени. 

Посмотринъ, какова должна быть числовая величина множи- 
теля V. въ формуле (36) для того, чтобы функщя (36) была 
корнемъ уравнешя (68). 

Изъ уравнешя (68) видно, что одинъ изъ корней его раз- 
лагается въ области точки а7=:со въ сл'ЬдующШ рядъ: 

гд* -4з', -^з',.-- суть постоянныя числа. 

Ясно, что это — тотъ|самый корень уравнешя (68), для ко- 
тораго выше мы уже получили разложеше въ области точ^и 

а? = оо: 

У=— р^а:-'-н^,я?"-*-^-4,а?"'-+-. . . . (45) 

23 
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Формулы (69) Е (45) дохжвн бшь между собою тмямаев- 
нв. (Зтсюда слЪдуетъ: 

х = — 49. (70) 

Формула (36) прянямаетъ вщъ: 

У=-49 • д./^''^*^'^'. , (71) 

шш, что то-хе: 

§ 33. Связь резбшешш 8-ой стевем съ ур1В1е11енъ Лы9ш 
в-оК стелен. 

Иаъ формулы (71) сд^дуетъ: 

—У ^/ 79,Ф,9з У /73) 

Возьмемъ первую ваг форкулъ (53) главы П, § 8: 

Д?п Ь^ Ь)=х-\х-1Г\ (74) 

Эп форжуш пазваляетъ представвггь равенство (73) въ слЪ- 
дующемъ вндЬ: 

Полохивъ: 

7?.?*?» у; (75) 

у=-а?-* (ж— 1)-» Г». (76) 

Сов^шая ращональное преобравоваше (76) вь ураввешк 
(68), «аходимъ: 

Г'— 14а;*(а;— 1)'Г*-»-63жЧж-1)*Г*-70л"(ж— 1)*1^*— 
— 24\/3"« »•*(«>?— 1) ' ' Г— 7* "(а?— 1) "=0. 
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<80) 



Вовьмемъ урагане основной кривой (19) въ однородной 
форм^: 

?• ' Ь-^Ь * Ь-*-Ь Ч| = <> • (78) 

Отсюда сл^етъ: 

Ъ1:^:1*1ъ=^ъ1 ь*^ь*9ч ^%' ь*^ь*9* ^ь* (^о) 

■ли, извлекая ква,|фатный корень: 
Введемъ тапя обозначеша *): 

\/ -?.?»? » _ ^ у/ у. *-^-у,* ?» _ ^ 

^Я(?.,9„?,) ^'У]^(9„,р„^,)-^- 

УЯ(?„9„<Р.) ^^'УЯ(9.,?.,?,)-^^- 
Равенства (80) ярвннмаютъ вндъ: 

^1=2» 41==?1 ^=?! 

Изъ равенствъ (81) и (82) сл^дуетъ: 
АЛ г'Ь АЛ Ь*Ъ 



(81) 



(82) 



^^•- Я(9.,<р.,?,)' 



ж?,, ?„<?,) 



(83) 



*) Эти обозиачен1я, а также изся'Ьховавхя, приведенныя въ настоященъ 
параграфе, принадже гать КжеКну. См. Юет. Уог]е5ипвеп иЪег ^16 ТЬеопе 
<)ег еШрИвсЬеп Мос1а1Гапсиопеп. В(1. I. Отр. 720. 

23* 
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А А У**?»' А А. Ф«У«* I 

(84> 

Корни 7раввен]я (77) определяются формулою (75). Пре- 
обравуя выраженхе (75) поочередйо всЬми 168 подстановкамк 
группы 6^1 в 9, мы получнмъ всего 8 раздичннхъ значенШ, по- 
тону что уравнеше (77) — восьмой степени. Эти 8 различишь 
значешй мы обозначимъ буквами: 

^00» ^«1 ^ку ^«» ^31 ^4» ^»1 ^в- (85> 

. Формула (75) выражаетъ одну изъ ведичинъ (85). Для ооре- 
дЪленности положимъ: 

ын, на основавш первой формулы (81): 

Совершимъ надъ правою частью ввфажешя (75) подстановку 
5^, выраяЕаемую формулами (48) . Подь вл]яшемъ подстановки:^^ 
выражеше (75) иьмЪнится и даст:ь новый корень уравнешя (77)^ 

Этотъ корень равенъ одной изъ величинъ (85), отличной 
отъ Г^. 

Ничто не м^шаетъ намъ обозначить именно этотъ корень^ 
буквою Гц. Итакъ, выполнивъ надь правою частью равен- 
ства (75) подстановку (48), им']^емъ: 






(87> 



гз 



2(<р.9,'-«- ?.(р,*н- 9, ср.*) н- 9,?,?, 

Щ^^ <^5» Т.) 

ИДИ, на основавш равенствъ (82), (83) и (84): 

Г,=(Лн-Л-+-Л ^А,)\ (88> 



Соодк 
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На основаши равбнствъ (82) кожао вредст&вить внражеше 
(88) въ таконъ видЪ: 

7,'=^* ( 1-^Ь-*-^-*-'^Л\ (89) 

Выпрлвивъ въ правой часта равенства (89) подстановки: 

I 

^*: Ь=^%. 9г^'\, Ь=^\. ." (»0)' 

у=1, 2, 3,4,5,6, 

аш получинъ поочередно выраженк шеста остальвыхъ корней 
уравнешя (77): 

ялн на основавш равенствъ (82): 

Г,=(Л-*-е'Чн-г'Ч-**Ч)*- (92) 

Итакъ, вс']^ восемь корней уравнешя (77) можно представить 
следующими формулами: 

Г=| ^^н- г'М^н- г^Л,-^ е'Ч)', («З) 

V=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. ) 

Формулы (93) показывавотъ, что уравнеше (77) есть ура- 
внеше Явоби *) 8-ой степени. Оно разр^ппшо при посредстве 



*) Уравненхеиъ Якоби четной степени 2п называется такое уравнен1е9 
корни Еотораго 

V У У У 

выражаются формулами: 

,=0, 1,2,. .•, 2п— 2, г=е*""-*. 
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При этомъ А^ ^1„ ^1,, ^3* .., ^^_, суть н^жоторня испомогатиьння 
ведичинн— фушоци жоэффящевтовъ уравнени. 

Якоби наше1ъ этотъ клаосъуравнешй при своигь изсх1дован!яхъ о преобрв- 
80вав1и аииптичесжихъ фувкцШ. Сл^^доватедьво разсмотрФнная выше ре- 
801ьвента 8-ой степени находится въ гЬсвой связи съ теор1ей иодухяр- 
ннхъ уравненШ. 

Отсюда дЬшется понятннмъ, почему Кдейвъ подучидъ хакъ эту реэолг 
вевту, такъ и основную систему ураввешй 1-го типа, язсхйдуя свойства 
модулярныхъ фувжцШ. 
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интеградрвъ двфферещцйдьноВ ре19;01ьэеяты 9-го порядка, най- 
денной внше въ глав^ 11. 

Надо однако заметить, что уравнеше (77) есть частный видь 
7Р»внешя Якоби 8-ой стеоени потому, что велгинн Д. уА^^А^уА^ \ 
не независимы между собою. Въ самомъ д&гЬ, всЬ 4 вели- 
чины Д,, Д, Д, Д сутьфункщи перем^ннагоо;. Он% должны > 
бшъ между «собою связаны некоторыми уравнетями. 

Перемноживъ равенства (82) меавду собою, находимъ: 

ДДД=Д\ (94) 

РаздЬливъ всЬ три члена уравненк (78) на первый И9|» 
нихъ, находимъ: 

Ь Ь Ь Ь 
или, на основанш равенствъ (82): 

4,Д*ч-ДЛ«-*-^,Д'=0. (95) 

ДЬля ъ(Л члены уравнен]я (78) сначала на второй^ а 8ат1нъ 
на третШ изъ нихъ, мы пблучаемъ еще два соотяошен1я, по- 
добныхъ соотношешю (95): 

ЛД «н-ДД '-нД Д ^=0, (96) 

ЛЛ'-^^зЛ'-+-ЛЛ'=0. (97) 

Мц нАЩлн ^епаре сротнощен1я (94), (95), (96Х (97) меаиу 
величинами Д, Д, Д, А,. 
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Два юъ этвхъ уравнешй суть сдАдстбщ двухъ остальных!». 

ДДйствително, умноживъ уравнеше (95) ва Д^ в врнвоъ 
во внвмаше уравнеше (94), получямъ уравнеше (96). 

Умновшвъ уравнеше (95) на А^ и принавъ во вниште ура- 
внеше (94), получимъ уравнеше (97). 

Уравнешя (94) и (95) хругъ отъ друга независшш. 

§ 34. РезоАвента 7-о1 етенеи. 

Вовьмемъ двФ подстановки группы бг,,,: ^я ТГ, при чежь 
подъ ТГ мы подразум^ваенъ подстановку уже разсмотрЬнную 
нами въ параграфе 12 главы П: 

. Т^=8'^8'.*) (98) 

Мы знаемъ, что эта подстановка обладаетъ следующими 
свойствами: 

1) порадовъ ея равенъ 4: 

2) порядокъ подстановки ^ ТГ равенъ 3: 

ЗГТГЗ^ТГЗ'ТГ=1; {99) 

3) порядокъ подстановки ^^V* равенъ 4: 

З'ТГ» ?ГТГ* ГГЖ« д'ТГ«=1. (100) 

Изъ равенства (99) сл^дуетъ: 

[ (101) 

Составимъ группу изъ двухъ основныхъ подстановокъ: ^Vп^. 
Всякая подстановка этой группы, отличная отъ степени под- 
становки ТГ,— выразится формулою вида: 

ж*д'Ж1зд^тг\ттг^. .л^^ гги'\ (юг) 



*) Си. формулу (151) тлавн П, § 12. 
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гдЪ а, Ру 7, ^9*-м ^|'^ сутБ Ц'Ьдня числа, которыя могутъ 
равняться О, 1, 2, 3. Для кратЕости мы назовемъ аил край- 
ними показателями, а ^^ у, ^| • • • » >^ — средними. Изъ среднихъ 
поксавателей ни одияъ не можетъ быть равенъ нулю потому, 
что иначе формула (102) тотчасъ упростилась бы благодаря 
равенству: 

Въ самомъ дЬл4, пусть, напр., ^=0. Тогда формула (102) 
приметь видъ: 

Видь формулы сохранился, и въ то-же время въ ней исчевъ 
множитель съ показателемъ ^^=^0 

Дал^е, пользуясь равенствами (1.01), можно преобразовать 
формулу (102) такъ, чтобы въ числЪ среднихъ показателей 
1^9 Т) <^\* • -9 ^ не было ни одного равнаго 1 или 3. 

Въ самомъ дЪл%, допустимъ, что показательЗ въ формуле (102) 
равенъ 1. Тогда мы представимъ формулу (102) въ такомъ 
вид:6: 

ТГ*(^И^5Г)И^''Э^И^^..,ТТГ\ТТГ\ 

иди на основанш первой изъ формулъ (101): 

Видъ формулы сохранился, и въ то-же время въ ней исчез^ 
множитель, соотв4тствующ1й показателю 13=1. 

Если бы показатель |3 равнялся 3, то на основанш второй 
формулы (101) мы представили бы вьфажеше (102) въ сл%- 
дующемъ ввдб: 

Прим'Ьняя сказанныя преобразовашя несколько разъ нодъ 
рядъ, мы приведемъ формулу (102) къ сл-бдующему виду: 

ж*(д'тг«)*д'тг'. (юз) 
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Такъ какъ порядакъ подстаиовокъ Ж и З^РГ* ршенъ 4, то 
показатели степени Н^ к л I въ формуле (ЮЗ) иогутъ быть 
€|^аны числами положительншш, не превосходящими числа 3. 

Разсмотримъ ОТДЕЛЬНО видь подстановки (103) при %=Ю,1,2,3. 1 
При этомъ будемъ помнить, ч го подстановка З'ТГ* — четвертаго 
порядка. Поэтому ея третья степень равна подстановке обрат- 
ной относительно З^Ж*: 

I. Положивъ въ формул'Ь (103) к=0^ находимъ: 

Ж^З'Ж'; Л, /=0, 1, 2, 3, (105) 

П. Положивъ въ формул^Ь (103) А;а=:1, находимъ: 

|^Лд-^«с5-^;^ (106) 

Если въ формуле (106) показатель { не равенъ нулю, то 
мы преобразуемъ се слЬдующимъ образомъ: 

или на основаши втораго равенства (101): 

^^Лар^2 0^-|^^^^Л-.с^'рр^с^-|^^-^^ (107) 

Видъ подстановки (106) не изменился, но показатели сте- 
пени /г и 7 на единицу уменьшились. 

Повторивъ сделанное преобразоваше несколько разъ подъ 
рядъ, мы приведемъ подстановку (106) къ виду: 

ТГ^д'Ж'гТ, (108) 

гд'Ь Н им'Ьетъ иную величину, ч^мъ въ формул^Ь (106), а 
показатель степени / формулы (106) зам'Ьненъ нулемъ. 

III. Положивъ въ формуле (103) к^=2, находимъ: 

^V'^^^V*^^V*5'УV^.' (109) 
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Предеташмъ ату подстановку шъ пкомъ пцск 

РГ'^- * ( ТГ ЗГ ^)( И^:Т Ж)( Ж Т ТГ) ТГ'^ *, 
нли на оеноваши 2-го равенства (101): 

Эта формула на основаган 1-го изъ равеиствъ (101) прнво- 
дится къ виду: 

^л+1ср^/^«^ (110) 

Подстановка (110) такого-же вада, какъ и полученная выше 
под'ггановка (105). 

Подстановки (ПО) н (105) разнятся только величинами по- 
кавателей степени при ТГ. 

ХУ. Положивъ въ формуле (103) к=^Ъ и прьнявъ во вни- 
маше равенство (104), находимъ: 

]р^гЛ+/+« (111) 

Это — некоторая степень подстановки V. Ее можно выра- 
зить формулою 

Ж\ (112) 

гдЪ к имЪетъ другое числовое значеше, Ч'Ьмъвъформул^(111) 
Итакъ, всякая подстановка разсматриваемой группы можетъ 
быть выражена одною изъ формулъ: 

Л, /=0, 1, 2, 3. I 

Число всЬхъ подстановокъ, выражаемыхъ формулами (113), 
равно 24. ВсЪ онЪ входятъ въ разсматриваемую группу ивсЪ 
между собою различны, въ чемъ мы убеждаемся, пользуясь 
формулою (98) и свойствами подстановокъ группы 6^,^,, най- 
денными въ главе П. 

Если такъ, то всЬ 24 подстановки (113) образуютъ группу 
24-го порядка. Мы ее обозначимъ символомъ О^^. 



Офгеб Ьу ^з0051С 



— 363 ~ 

Изъ форму» (113) мдно, что группа ^^^ составлена 
соуерщебяо тл^ же, какь группа ура9нен1я Щцарца окта- 
8Лф«1ескаго типа *). Поэтому ее можно назвать окгаодри* 
чесхою груацою. 

Воспользуемся снова некоторыми результатами, найденными 
нф паэ^Ь Ц 9 которыми мы уже пользовались въ § 32 на- 
стоящей главы. 

Мы вихклиу что въ группу в^^^ входить подстановка: 

^- "?|=?з, ?.=?.1 ?з=?« • (21) 

Эта подстановка выражается формулою: 

и^8'^8'^8'^ (29) 

и обладаетъ сл'Ьдующимъ свойствомъ: 

8и=и8'. (22) 

Докажемяь, что подстановка 27 входить въ группу ^^^. 
На основанш равенства (98) нм'Ьемъ: 

Пользуясь формулою (135) главы II, можемь упростить ра- 
венство (114) сл^дующимь образомь: 

или, на основанш приведенной выше формулы (29): 

ТГ\УТГ«= 5*^175*. (115) 

Изь формудь (115) и (22) сл-Ьдуеть: 

ТГ^гТТГ«=С7. (116) 



*) Сравн. Юет. УотХешп^еи йЬег (1а8 Лко$аес1ег, Стр. 39. 
Лахтинъ. Алгебраическ1я уравнен1Я, разр'Ьшииня въ типергеометрпче- 
скить фунвшяхъ. Глава IV формулы (46). 
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ДМствательно, подсгавовва и входить въ группу 0^^ . 

Подстановка 5 въ группу О^^ &е входить. Вь самомъ ^^% 
въ группу ^^^ входить подстановка 5^. Если бн въ нее вопий 
обЪ основный подстановки ^9 и ЗГ группы 0^^^^ то группа О^^ 
не разнилась бы отъ О^^^, что нелепо. 

По той-же причине въ группу ^^^ не можетъ войти ни одна 
изъ степеней подстановки 5. . 

Умножввъ каждую изъ подстановокь (113) группы ^^^ по- 
очередно на каждую изъ подстановокь: 

5^=1, 5, 5', 5», 5*, 5^ 5% (117) 

получимъ всего 

7.24=168 
подстановокь вида: 



й, /=0, 1 , 2, 8, А=0, 1 , 2, 3, 4, 5, 6 . 



(118) 



Между этими подстановками равныхъ нЪтъ потому, что иначе 
одна изъ степеней 5 вошла бы вь группу 0^^ . 

Если такъ, то подстановки (117) для группъ (?,Н8 ^ ^«4 игра* 
ютъ ту-же роль, какъ и подстановки (16) для группъ ОцпОх' 
въ параграфе 31 настоящей главы. 

Отм'Ьтивъ на черт I четыреугольники, соотв'бтствуюпце под- 
становкамъ (117), получаемь площадь 2^,, изображенную на 
черт. 15. Эквивалентный стороны этого многоугольника — сл%- 
дующ1я: 

ВС и В,С, ВЕ и ^,Е, ^,Р, и ДД, Р,М и д,м, 

^,Nл в,и. 

Въ самомъ д^Ьл']^, прим'Ьняя такой-же прхемъ, какъ и въ па- 
раграф*]^ 32, находись, что эти стороны попарно связаны между 
собою следующими подстановками группы 6^24* 
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ВС и Д С— подстановкою ^^ 

ВЦ и Я,Н у 5*гГ5«=Ж'д', 

Я,Р,яВ,В, у 5*?Г5*=ТГ, 

Л 




(119) 



Черт. 15. 

Внр^емъ многоугольншсъ 2Г,, изображенный на черт. 15, 
и станемъ деформировать безъ складокъ и разрывовъ въ его 
плоскости такъ, чтобы эквивалентный стороны сошлись ме^кду 
собою. Получится сЬть $,, покрывающая всю плоскость и пред- 
ставленная на черт. 16*). Для большей ясности соотв^Ьтствен- 
ныя точки чертежа I и чертежей 15 и 16 обозначены одина- 
ковыми буквами. 



*) Этотъ чертежъ ваерлне былъ построевъ Клейвомъ. Си. К1ет, ПеЬег 
(Не ТпшвСопваиоп 81еЪеп1ег Ог(1пш1$ (1ег е11]р11БсЬеп Еивсиоиео. Ма1Ье1п. 
А1та1ев. Ва. Х1У. 
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С-Ьть $, служить взанмно-одноамчнвмъ отображешеиъ тЛ- 




Черт. 1в. 

которой неправильноЁ семилистой Римановой поверхности Э^. 



Посмотримъ, нельзя-ли составить такую ращональную фун- 
кщю величинъ к^, щ: 

у=Е{и,, и,), (6) 

которая удовлетворяла бы двумъ услов1яиъ: 

1) она должна быть инвар1антна относительно подстановокъ 
группы 0^^; 

2) она долакна на поверхности ?Я^^^ прюбрЪтать всякое ком- 
плексное значете въ 24 точкахъ. 

Прежде всего постараемся построить ц^Ьлую однородную фор- 
му возможно низшей степени: 

П9п ?., ?,), 
удовлетворяющую первому изъ приведенныхъ двухъ усдовй. 
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Такъ вакь жу группу О^^ вжодпь похеттовва 1/, то форка 
^(?|} ?<9 Фз) в^ должна меняться оть круговой перестановки 
буквъ 9,, ?« ?,. 

Есдв ояа— первой степеня, то она должна быть такого вяда: 

Ч'(?|, ?1. ?,)=?*-^«-^?п. (120) 

Если форна Ч^(9м ?п 7^— квадратная, то она должна быть 
сдЪдующаго вида: 

гдЬ Л — яЬвоторое постоанное чвсло. 

Подстановку ТГ можно выразить въ раскрнтовгь вияЬ по- 
мощью формулъ (98), (48), (20): 

?:=^^ [(е*-еО?.-ь(с*-е«)?.-4-(е1-.г*)9,] , 

^' ^'^^ [(^'-^')ЬМ^'-^')ЬМ^'-Пь]^ ^(122) 

?,= ^ [(>-«•)?. -^(е -е-) ?.-^(е»^5 )?,1 . 

Эта подстановка функщю (120) м^^няетъ. Сл'Ьдоватедьно фунж- 
Ц1Я (120) не удовлетвораетъ требуемому условш. 

Функщя (121) не меняется подстановкою (122) при услов1я: 

^1=е-^6•-4-€^ (123) 

жди: 

^ = :±р^. (124) 



Форма: 

2 

(126) 
не меняется подстановками 27 и ТГ. 



1 /7 ' 
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Шъ полученваго выше равенства (116) сдфдуетъ: 

дГ= Цги1У\ (12€|) 

Следовательно подстановка ^ тоже не нФняетъ форму (125)* 
Форма (125) ннвараантва относительно вс^хъ подстановокь 

ГруШШ (Г|^ . 

Подъ вл1яшемъ семи подстановокь: 

5^=1, 5, 5«, 5», 5*, 5% 5* (117) 

форма (125) прюбрЪтаетъ семь равличшаъ значешй, которня 
можно выразить формулою: 

(127) 

Л=0,Л, 3, 4, 5, 6. 

Перемножнвъ вс^ 7 выраженШ .(127), получаемъ некоторук> 
однородную форму степени 14» инвар1антную относительно 
всЬхъ подстановокь группы 0^^^ и отличную оть нуля. 

Она должна равняться одной или проивведешю нФсколькихъ 
первичныхъ формь. 

Въ равсматриваемомь случа'Ь существу еть, какь мы знаемъ, 
только четыре вида первичныхъ формъ не равныхъ нулю: 

при чемъ степени ихь соотв'Ьтственно равны: 

6, 14, 21, 42. 

Найденная нами форма 14-ой степени можеть равняться 
только Г(о,, ?., ср,). 
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Итакъ фориаТ(9, , ?,, 9,) Р&вна произведенш сет формъ(127). 
Это иы иожемъ выразнть такъ: 

(128) 

Равенство (128). между прочимъ обнаруживаетъ довольно 
интересное свойство основной кривой: 

«,'|*,н-г^,'-4-г/,= 0. (19) 

А именно: точки прикосновешя двойныхъ касательныхъ въ 
кривой (19) лежать по 8 на семи коническихъ с4чен1яхъ, вы- 
ражаемыхъ уравнер1ями: 



^л и *-!-. е** *' *-*- **'*- 



н-1±^1^е«Л|^^и,-#-Е^«,-*- б'Л«,)= О, ' (129) 

А=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. ) 

Бривыя: 

ЩЩ. ^,)=0 и Г(ц, «^)=0 

не ин^ютъ ни одной точки перес1чешя на основной кривой 
(19). Отсюда сл^дуетъ, что ни одна изъ кривыхъ (129) не мо- 
жетъ пересекаться съ кривою 

на основной кривой (19). 

Введя обозначеше: 
Пипи,)=и, '^щ'-^ 1-*-^:1^V7г (^ ,^^..^ ^^_^ ^ ^^ (12Г) 

Ш1 скажемъ, что кривьтя: 

24 
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Ч-(«„ «^)=0 и Я(«., «,)=0 (130) 

НС ногу1'ъ пересечься на основной кривой (19). 
Возьмемъ функц!ю: 

гд']Ь А — произвольный постоянный множитель. 

Эта функщя — однородная нулевой степени относительно 
?*? ?4» ?« и инвар1антная относительно подстановокъ груп- 
пы 0^^ . 

РаздЬлнвъ числитель и знаменатель дроби (131) на 9/>на- 
ходимъ: 



Возьмемъ кривую: 



Ч^-^,,!^,) ^ (133) 



Порядокъ ея равенъ 6 . 

Такъ какъ кривыя (130) не могугь пересекаться на основ- 
ной кривой (19), то ВС* точки пересЬченк основной кривой 
(19) съ кривою (133) определяются изъ уравнешя: 

П-(г1,, «,)=0. (134) 

Число ихъ равно 24. Он*]^ совпадаютъ между собою по 3. 

Если такъ, то функщя (131) на поверхности^К^в^ обращается 
въ нуль въ 24 точкахъ. Порядокъ ея равенъ 24. 

Мы уже видЬли, что она инвархантна относительно подста- 
новокъ группы ^^^ . Следовательно она удовлетверяетъ обоимъ 
поставленнымъ выше услов1ямъ. 

На основаши сказаннаго въ параграф* 31 можемъ утвер- 
ждать, что она служить корнемъ алгебраической резольвенты 
7-ой степени вида: 

РМ :К{у) : Г^{у)=х : (а;-> 1) : 1 . (15) 
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Корни этого травнешя вьфажаются форнудани: 

ТЧе^Ф^г'Ч., г^9з) Д-О 1 2 3 4 5 6 Г135) 
влв, что то-же, формулами: 

Риманова поверхность 9\, , соотв'^^тствующая уравнешю седь- 
мой степени (15), отображается взаимно-однозначно насыть $,, 
изображенную ва черт. 16. Разсматривая чертежъ 16, можемъ 
<^д$лать н^которыя заЕлючешя о расположеши листовъ поверх- 
ности Э\. вблизи винтовыхъ точекъ. Изъ черт. 16 видно, что по- 
верхность 9^. имЪетъ винтрвыя точки только прн а;=0, 1, со. 

1) При х=^0 шесть листовъ связаны между собою по 3 въ 
двухъ трехкратныхъ винтовыхъ точкахъ, а одинъ расположенъ 
отдельно отъ другихъ. 

2) При а;=1 четыре листа связаны попарно въ двухъ дву- 
Ератныхъ винтовыхъ точкахъ, а остальные 3 листа располо« 
жены отд'Ьльно: они не связаны другъ съ другомъ. 

3) При а;=со всЬ семь листовъ связаны вмЬсгЬ одною семи- 
кратною винтовою точкою. 

Пользуясь этими данными, мы можемъ опредблрть видъ мно- 
гочленовъ, входящихъ въ уравнсше (15): 

^0 (уХау^-^Ьу ч с) \ду-^е1 

(137) 

РМ=^у'-^у-^т^у'-^1у'^гпу-^р\ Ро.{у)={дУ'^гу.*) 

Вставивъ выражетя (43) въ формулу (125), находимъ сл']^- 
дующее разложете въфункщи ^V{о^у ср^, 9,) въ рядъ по убы- 
вающимъ степенямъ х въ области точки а;=со: 



*) Алгебраическая резольвента 7-оЙ степени впервые была получена 
КдеВноиъ. Приведенны& наии способъ вычислен1Я коэффшЦентовъ формулъ 
(137) — близоБЪ къ Клейнову. 

См. ЛМп. ПеЬег сИе Егпгейп^ипд йег МойикгйехсЬип^еп. МаЛ. Апп. 
ва. XIV. Стр. 426. 

24* 
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; _ > (138) 

г.. -т — 1-ну/7* -V' 
н-|5'я? '-1 ^-^ — а^.а? 'н- 

Такъ какъ мы 8наемъ, что 

Д?п ?., ъ)^х-''(х-1Г\ . (74) 

то можно сказать, что функцк (131) въ области точки гг=со 
разлагается въ сл^дугопцй рядъ: 

у==:^^х х^ч-$ ~^^ ^^ * X ^>, » ь Д а?""'^^^ д,— 7 .^_^ (139) 

гдЪ ^^^у ^2*— ^Г^ величины конечный. 

Следовательно всЪ семь корней уравнешя (15) при а?=оо 
обращаются въ бевконечность. 

Но мы знаемъ, что величины корней уравнешя (15) при 
а;^=с!о опред&1яются изъ уравнешя 



Р^У)=^. 



или, что то-же: 



(дун-г)'=0. 

Для того, чтобы корни этого уравнен1Я равнялись безконеч* 
ности, необходимо, чтобы коэффищентъ ^ равнялся нулю: 

г = 0. (140) 

Коэффищентъ г отличенъ отъ нуля. 

Такъ какъ вс^ члены уравнешя (15) можно разделить на 
какое угодно число конечное и отличное отъ нуля, то мы въ 
праве положить г равнымъ единице: 

г = 1. (141) 

Еоэффищенты: 

(1, с, д, 6, /; Л, к, р 

конечны и отличны отъ нуля. 
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Если такъ, то мы мохемъ коэффищенты а и /* сделать равными 
единице: 

а=/'=1. (142) 

Внеся выражешя (140), (141), (142) въ формулы (137) и 
ват'Ёмъ въ уравнеше (15), находимъ: 

(2/'н-Ьу-ьс)' (ду-^е) : (у^-^ду-^ЬУ [ку^-^гу^-^ту-^р) : 1= 

=х:{х—\):\. (143) 

Отсюда слЪдуетъ: 

(у'ч-Ьу-ьс) ' (ду-\'е)=х . (144) 

Если разделить вс^ члены этого уравненк на коэффищентъ 
ё при ^/^то членъ свободный отъ у окажется равнымъ: 

\{с'е-х). (145) 

Это выражеше должно равняться произведешю всЬхъ кор- 
ней уравнешя (144) взятому съ обратнымъ знакомъ. 

Перемноживъ вс^ семьвыражешй (136) ипринявъ во внима- 
ше равенство (128), находимъ, что произведете корней ура- 
бнен1я (144) выражается такъ: 

•-^^ у *(?!>?.>?,) 

Отсюда равенство: 

Л 7 .- — ~ — г^ 3 (С в — X) . (146) 

Въ глав§ II иы нашли фориулы: 

■Н"1?„ ?», %)=х-\х—\)-\ 



Д?., ?., ?,.>=у^-1728а;-'(ж-1)-'.*) 



*) См. форжуш (53) в (124) тшвы II. 
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Поэтому равенство (146) приводится къ виду: 

П2бА'х=^(с'е—х). (147> 

Отсюда сл4дуетъ: 

1728()>с'=— 1, с'б=0. (148> 

Второе И8ъ равенствъ (148) покавнваетъ, что одинъ изь 
двухъ коэффищентовъ: с или е равенъ нулю. 

Обращаясь къ уравнешю (144), видимъ, что если с=0, та 
уравнеше (144) при а^=0 им^етъ трехкратный корень у=^0. 
Докажемъ, что это невозможно. 

Изъ фо1)мулъ (136) видно, что у = будетъ трехкратнымъ. 
корнемъ уравнешя (144) только въ томъ случае, когда суще- 
ствуетъ пара величинъ и^ , и., обращающихъ въ нуль одновре- 
менно три изъ числа 7 функщй: 

'У{,^и,, еЧ), А=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Эти величины щ, щ будутъ служить координатами' некоторой 
точки Л основной кривой 

Цщ, и,)=0. (2> 

Черезъ точку А пройдутъ 3 изъ числа семи кривыхъ: 

^К(е»'^11,, 1\)=0, А=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. (149> 

Обращаясь къ равенству (128), находимъ, что въ такомъ слу* 
чв/Ь кривая 

должна пройти трижды черезъ точку А основной кривой (2). 
А это, какъ мы знаемъ, невозможно. 

Итакъ действительно, коэффищентъ с отличенъ отъ нуля. 
Изъ втораго равенства (148) слЬдуетъ, что 

е = 0. (150) 

Коэффищентъ у. до сихъ поръ оставался произволенъ. 
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Мы выберемъ его такъ, чтобы коэффищентъ Ъ въуравноши 
(143) равнялся 7: 

Ь = 7. (151) 

Наконецъ введемъ еще для краткости обозначеБ1я: 

^=с',^=г', ^^=т', |=У. (1а2) 

Внеся величины (150), (151), (152) въ уравнеше (143), на- 
ходииъ: 

= х:{х—1):1. (153) 

Между многочленами, входящими въ это уравнен1е, должна 
существовать тождественная зависимость: 

д(у'-^7у^7сУу—1=к{уи-ду ^ьу{у'ч^1У^т'у-^р'). (154) 

Сравнивъ коэффищенты при у'' въ об'1ихъ частяхъ этого 
равенства, находимъ: 

д=к. (155) 

Дифференцируемъ об']^ части равенства (154) по у, принимая 
во вниман1е равенство (155): 

7{у'^7у-^7сУ(у''Л-4у-^(/)=(у'-^дУ'^к) { 7у'^ {5д^6Г)у'-^ 

(156) 

н- (4г^-+-5т'н-3й) у^чг {Зт'дч-4р'-^И'к)у-^{2р'д-^кш') \ . 

Такъ какъ многочлены 

у^^7у-^7с' и у^^ду-^Ъ 

взаимно-простые, то равенство (156) возможно только при сл']^- 
дующихъ усломяхъ: 

7{у'-^7у-^7сУ=7у''*- {Ьд^бГ)у'-^{и'д+Ьт'-^ЗЪ)у'^^ \ 

-ь(Зт'^ч-4/-4-2?А)у^(2|)'(7-^йт'), (157) 

у'-^4у-^ с=у^-^ду-\-П . ) 
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Сравнивая коэффищенты при подобннхъ членахъ въ об^ихъ 
частяхъ этихъ равенствъ, находинъ: 



5^-*-бг'=98, 4Г^-1-5ш'-4-ЗА=98с'-»-343, 

$т'д-^-4р'-^-2^'Н=686с', 
2р'д^Нт'=В43с'\ д=4, с'=Н. 

Изъ этихъ равенств'Ь находимъ: 

д=4, Г=13, с'==й= 0^^ — , 

, 425=|=19у/7« , 135-'=27у/7» 
т = о , 1) = 2 



/ (158) 



(159) 



Подоживъ въ равенстве (1^4) величину у равною нулю, на- 
ходимъ: 

йр'Л»=-1, 

откуда на основаши равенствъ (159) и (155): 

д=к= — -=^. (160) 

351±189у/7г ^ 

Внеся величины (159) и (160) въ уравнев1е (153), находихъ: 

/ , п 77*7\/7"«\» / - ^ 11=^ьу/7"»\* 
^ »*н-7у-| ^^—^ у :[у'^- 4ун ^1 X 



X 



/ , 1о . 425=ь19у^« 135=ь27у/7А 
\^у*-^13уи д-5: у н ^-5^- ) 



351=ь189у/7! 



=х: (х — 1):1. 



(161) 



Коэффищентъ при у^ въ уравнеши (161) равенъ 21. 
Сл^довате-ано при всяконъ значенш х сумма корней ура- 
внешя (161) равна — 21. 
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Обра1цаясь къ формуле (139), мы видимъ, что та-же сахаа 
сумма корней уравнешя (161) до;икна равняться: 

1±±^*.21х^у». (162) 

Если такъ, то выражеше (162) должно равняться — 21. 
Отсюда равенство: 

•:±^у.^^^=-\, (163) 



Въ глав*]^ II мы нашли, что 

37»=— Л.*) 

Поэтому уравнеше (163) можно представить въ сл^дующемъ 
вид'Ё: 

2 '— ^' 

откуда 

х=-^-^1*. (164) 

4 

Равенство (164) опред]^ляетъ величину множителях, входя- 
щаго въ формулу (132). 

Бъ уравнеши (161; передъ каждымъ квадратнымъ радика- 
ломъ стоить двойной знакъ: =±= . Въ д']^йствительности долженъ 
им']^ть м'^^сто только одинъ изъ этихъ знаковъ: въ уравнеши 
(161) передъ радикаломъ долженъ стоять всюду или верхнШ 
внакъ или нижшй. 

Чтобы р'Ьшить этотъ вопросъ о знакЪ, вставимъ рядъ (139) 
въ уравнеше (161), разложимъ полученный результатъ по убы- 
вающимъ степенямъ х въ области точки а;^=со и станемъ про- 
изводить сравнеше коэффищентовъ при одинаковыхъ степеняхъ 
X въ об^ихъ частяхъ уравнешя. 



*) См. маву II, § 10, формулы (130). 
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Сравнивъ меасду собою коэффицхенты при первой степени 
перем^ннаго х^ находимъ: 

^,,,_ 351^189у/7г ^^^5) 

Изъ формулъ (131) главы II, § 10 сл4дуетъ, что 

7''=— 1728. 

Вставивъ въ равенство (165) эту величину 7**» а также 
только что нами найденное вБфажеше (164) коэффищента /., 
находимъ: 

'п28(1±|^')'=_5»1±15М-*. (,66) 

Это равенство справедливо только въ томъ случае, когда въ 
правой части передъ радикаломъ стоитъ нижнгй знакъ. 

Следовательно всюду въ уравнеши (161) передъ радикаломъ 
верхнШ знакъ долженъ быть опущевъ. 

Искомая алгебраическая резольвента 7-ой степени въ окон- 
чательномъ видЪ такова: 

чуЛ,з л о я 425— 19у/7г 135— 27>/7г\ 

351— 189\/7* 

: -^ =а?: {х — 1) : 1. 



г (167) 



Корни ея выражаются формулою (135). Внеся гъ эту фор- 
мулу выраженк (74), (12Ъ) и (164), находимъ: 



(168) 
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Резольвента (167) находится въ тЬсной связи съ теор1ей 
модулярныхъ уравнешй. Если построить модулярное уравне- 
те для преобразовашя 7-ой степени, то степень этого моду- 
лярнаго уравнешя, каЕъ известно, равна 8. 

Эрмитъ показалъ, что степень модулярнаго уравнешя 8-ой 
степени можетъ быть на единицу понижена *). Тогда полу- 
чится уравнеше 7-ой степени, преобразующееся въ резоль- 
венту (167), какъ показалъ Клейнъ **). 

Существоваше связи между резольвентой (167) и модуляр- 
ннмъ уравнешемъ 8-ой степени легко усмотр^^ть непосред* 
ственно: приведенныя выше алгебраичесшя резольвенты 7-ой и 
8-ой степени имфютъ одну и ту-же дифференщальную резоль- 
венту и поэтому тЪсно между собою связаны; что же касается 
резольвенты 8-ой степени, то она преобразуется въ Якоб1ево 
уравнеше, какъ мы вщ'Ьли выше. 



*) Негтги. 8иг ГаЪшзвешеп^ (1е ГёдпаЫоп шо^пЫге с[и 1т1;1ёте (1е^ё. 
АппаИ сЦ Ма1ета1;1са (1а Тог1ю1ш1. Т. П, аппо 1859, стр. 59. 

**) Шегп, СГеЪег сВе Ега1ес[п^п2 с1ег Мо<1и1аг^1е1с11ипдеп . МаШ. Апп. 
Ва. XIV, стр. 427. 
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ГЛАВА VIII. 

Алгебраическ1я резольвенты основныхъ системъ уравнеиШ 
втораго и третьяго типовъ. 

§ 35. Резольвепы ур«в1ев1М втораго тна. 

Мы отнесли ко второму типу четыре вида основныхъ са- 
стемъ уравненШ. А именно: 

1) _4(м, « и, *-н«, <ч-«, ♦)»: [(и, *-*-щ * и, <-м«, *)— 
—(г», » и,*^и,и-и^ *)]*: 27(и,м,)'=а; : (х—1) : 1, } (1) 

и/-^-и,* «1 = 0; 

2) («. «-У)»: {и/-зУ : Зу^З г (и,«,)«=а;': (а/— 1):1, 

«,*-^»5 «4-1=10, 



(2) 



3) — м, « : «^ * : 1=0^' : (ж"— 1) : 1, 

1«/-н«/н-1=0; 

4) 4м, ♦:— («, ♦ +-2)»: «, ''=д;'":(а;"'— 1) : 1, ] 

«/-«-«,♦-1-1. ] 



(3) 



(4) 



Группы однородныхъ линейныхъ подстановокъ, не ы^няющихъ 
8ТИ травнешя, мы обозначили символами: 

Ц*6? ^АЬЧ ^3^' 



Соодк 
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При этомъ: 

6^^ служить подгруппою для в,,., 

о,, > > > о,, и (?,«, 

^лг > > > б^9г- 

Система уравнешй (2) получается пзъ системы (1) преобра- 
зовашемъ: 

х=—^х'{х'—\). (5) 

Система (3) . получается изъ системы (2) преобразован1емъ: 

.•= Г-'У . (6) 

Наконецъ, система уравнетй (4) получается щъ (1) пре- 
обра80ван1е1гь: 

—{X'"— 4)» ,_, 

Изъ уравненШ (2) находимы 

^= <"■•-■'•)• . (8) 

Ращональная функщя (8) не м'Ьняется подъ вл1ЯН1емъ под* 
становокъ группы (7^,, входящей въ (т.,,. Подъ вл1ятемъпод- 
становокъ группы О^^ она пр1обрЪтаетъ тольео два различныхъ 
вначешя. Эти значен1я получаются изъ формулы (8) путемъ 
преобразозашя ея подстановками: 

при чемъ подъ 6^ мы подразум'1ваемъ подстановку 8-го по- 
рядка, определяемую формулами* 

5: Ъ'=-1Ь'. ?:'=Ь/, ?;=-?/,*) (9) , 



♦) См. главу IV, § 21, формулы (Г/). 
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Сравнивъ только что сказанное съ разсу^^аденгями, приведен- 
ными въ параграф'б 31, и формулу (8) съ формулой (6) прошлой 
главы, находимъ, что величина а/ должна быть корнемъ неко- 
торой алгебраической резольвенты 2-ой степени для основной 
системы уравненШ (1). 

Эта резольвента устанавливаетъ связь между я; и а/. 

Ясно, что она тождественна съ уравнешемъ (5). 

Уравнеше (5) можно представить въ такомъ вик^: 

4д/(2;'_1) : (2(х/—1У: —1=х : (х—1) : 1 . (10) 

Это— алгебраическая резольвента 2-ой степени основной си- 
стемы уравнешй (1), представленная въ обычной форм'Ь*). 

Совершенно по такой же причин'^ можно сказать, что ура- 
внеше (6) есть резольвента 3-ей степени для основной си- 
стемы (2). 

Увавнеше (6) можно представить въ такомъ вщк: 

(а;"-+-;У :(а:"-4-^^)»: Ь\/^ га/\х'—1)=х':{х—1) : 1, (И) 
гд* по прежнему: 

По той же причин*, какъ и въ двухъ предшествующихъ слу- 
чаяхъ, можемъ сказать, что уравнеше (7) есть резольвента 
третьей степени для основной системы (1). 

Уравнеше (7) можно представить въ такомъ вид*: 

(^р-'_4)»: (^'"— 1)(ж'"-+-8)* :-27а?'"*=а; : (ж— 1): 1. (12) 

Уравнен1Я (10), (11), (12) разрешимы въ интегралахъ диф- 
фереш],1альныхъ резольвентъ, найденныхъ въ главахъ Ш и IV. 

Такое р^шеше, понятно, не им']&етъ большаго значешя, тавь 
какъ уравнетя (10), (И), (12) решаются очень просто въра- 



*) Сравн. уравнеше (16) параграфа 31 главы VII. 
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дикалахъ. За то уравнешя (10), (11), (12) представляютъ ин- 
тересъ иного рода: они позволяютъ р']&шить въ радикалахъ каж- 
дый впдъ основной системы ураввешй втораго типа. 



ДМствительно, изъ уравнешй (2) непосредственно находимъ: 

(13) 



^7 ^ у/а; -1 -"Т у^ .'Л^^^Ц^У^ 



Эти формулы даютъ величины корней системы уравнешй (2). 
Изъ уравнешя (5) ииЬеыъ: 



X 



у/т. 






(14) 



Внеся эти выражешя въ формулы (13)^ находимъ: 



«•=<1щ 



у у/1— ж — 1— ;•' у у/Г^ж н- 1 



У ^\—х — \— \/\/\—х- 



«.=\^ч 



\/\-х—\-з\ у/"1— X ч- 1 



(15) 



Эти формулы даютъ величины корней системы уравнен1й (I). 
Изъ уравнешй (4) им^емъ: 



!*,= Т 



у/2- 



■•=^7 



»«. 



;/1г 



1-^с"' — 1 



\/у/1-ж"' — 1 



(16) 



Эти формулы даютъ ве.тачины корней системы уравнешй (4). 

Р4шивъ кубичное уравнеше (7) относительно я?"' помощью 
Еардановой формулы и внеся полученное такимъ образомъ вы- 
ражеше въ формулы (16), мы снова найдемъ выраженк кор- 
ней системы уравненШ (1). Но они сложнее формулъ (15). 



01д1112ес1 Ьу 



Соо^к 



— 3.^4 — 
§ 36. Резодьвепы уравпешИ третьяго твна. 

Возьмемъ основную систему уравнетй 3-го типа, найденную 
въ глав* V: 



щ 3 (^^ ,_8||^ 3) 3 . (^^ б_н20и, ' «I, »— 8«, ^)': —64= 
= я? : (ж— 1) : 1, 
щ^и^-^и,^ — 1 = 0. 



(17) 



Группа 0\^ однородныхъ линейннхъ подстановокъ, не м^- 
няющихъ уравнешй (17}, составлена изъ двухъ основныхъ 
подстановокъ 8 я ^: 



8: 



?.=■';?. , 


9. =^/=-2» 9»=^*?». 


гд* 






5л:« 



(18) 



-12 



ег: 



— 11 

— = <?,-* =- 

у/З ^' у/З 



?5= ^я=9.-^--1= ?«. 



гз тз 



(19) 



Между этими подстановками существуетъ соотношеше: 

^ 3^5'= 5^ 3^. (20) 

В(А подстановки группы 0\^ выражаются формулами: 

5^ 5*3^5*; й=0, 1, 2, 3,..., 11, Л=0, 1, 2. (21) 
Изъ уравнешй (17) находимъ: 

и, {и, '- 8и, »)=-4 \/х. (22> 
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Положивъ: 
или, что то-же: 



у=щ{и,'-Ви,»), (23) 

.^^(9.1382Л, ,24) 

Т8 



находимъ 
откуда: 



у=_4у/а;, (25) 

у»-4-64г=0. (26) 

Выражеше (24) подъ вл1яшемъ подстановки 5^ не меняется. 
Подъ вл1яшемъ подстановки ;8^ оно пр1обр'1таетъ множителемъ 
г/. Если такъ, го подъ вл1яше11ъ вс^хъ 48 подстановокъ(21) 
группы в\^ величина у пр1обр'Ьтаетъ всего 3 различныхъ зна- 
чешя: 

У^ 'П*У. гГу. (27) 

Изъ сказаннаго видно, что совокупность подстановокъ груп* 
пы Ст\^^ не м'Ьняющихъ функщю (24), можетъ 6бггь выражена 
формулами: 

5'\ З'^-'^^З^; Л=0, 1, 2, 3, к=0, 1, 2. (28) 

Вс^ эти подстановки различны между собою. 

Число ихъ равно 16. Он^ :'составляютъ некоторую группу 
0\, входящую въ 0\^. 

Ясно, что уравпен1е (26) есть алгебраическая резольвента 
основной системы (17), соотв'Ьтствующая подгрупп* в\^. Она 
представляетъ собою кубичное двучленное уравнеше. 

Пользуясь вторымъ изъ уравненШ (17), приводимъ вырал:е- 
ше (23) 1съ виду: 



Положимъ: 






и= -' , (30) 



и=^. (31) 

25 
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Функщя и есть ращоеальнаа функщя величинъ и^ и м^ . 
Подъ вл1ян1емъ подстановокъ: 

5'\ А=0, 1, 2, 3 (32) 

груапБ[(г'}в она ае меняется. Всё остальныя подстановки груп- 
пы (г',д ее м4няютъ. 

Подстановки (32). составляютъ группу б^'^, входящую въ бг',^» 
а следовательно и въ 0\^. 

Подъ вл1ятемъ 48 подстановокъ группы 6\^ функц1Я (30) 
пртобр-Ьтаетъ всего 12 различныхъ значетй. 

Изъ равенствъ (29) и (30) сл4дуетъ: 

Подставивъ это выражен1е въ равенство (26), находимъ: 

Это — резольвента 12-ой степени основной системы уравне- 
нШ третьяго типа, соответствующая подгрупп* в\ . Еорнями 
ея служатъ 12 значешй, прхобрЬтаемыхъ функщей (31) подъ 
вл1ян1емъ подстановокъ группы 0\^. 

Подобно тому, вакъ и въ прошломъ параграфе, адгебраи^е- 
сшя резольвенты позволяютъ решить основную систему ура- 
внешй въ радикалахъ. 

Въ самомъ д^ле, изъ '2-го уравнешя (17) и изъ уравнешя 
(30) находимъ: 

^ 1 

уи^^-^к уи^-^1 

Рйшивъ уравнсвхе 4-ой степени (33) въ радикалахъ, полу- 
лучимъ выражеше величины и черезъ у. Внеся въ эту фор- 
мулу вместо у выражеше (25), найдемъ выражеше величины I» 
черезъ X помощью радикаловъ. 

Вставивъ, наконецъ, сказанное выражеше и въ формулы (35), 
будемъ им^ть выражешя корней уравнешй основной системы 
третьяго типа, представленныя при помощи радикаловъ. 
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ГЛАВА К. 

« 

Ультраэллиптическ1й случай. 

§ 37. Общ1я своКствд. 

Мы уже говорили въ параграф*]^ 1-омъ настоящаго от^^,^лЛу 
что въ ультраэллттическомъ случа*]^ функцш о^^ ^в? ?з ^м- 
ванн между собою н^которымъ квадратнымъ уравнешемъ: 

Р{Ь. ?., ?з)=0. (1) 

Положивъ по прежнему: 

представимъ уравнете (1) въ такомъ вид%: 

Щщ,щ)=0. (3) 

Разсматривая и^ и 1^.^ какъ неоднородныя координаты точкж 
плоскости, можемъ сказать, что уравнеше (3) выражаетъ со- 
бою некоторое коническое с^чеше. 

Функщи (р^, ^2 у ср, составляютъ систему линейно-независи- 
мыхъ интеграловъ некоторой дифферешцальной резольвенты 
третьяго порядка: 

^.^Р. ^-нр, ^-Р ?=0, (4) 

гдЬ р^^ р^^ р, суть ращональныя функщи перем^ннаго х. 

Возьмемъ уравнеше, присоединенное *) {Щхш^тЬе) относи- 
тельно уравнешя (4): 

*) См. ВсМеятдег. НапйЬасЬ с1ег Ткеопе йег 1теагеп В11!егеп11а181в1« 
сЬгш^еп. Стр. 53. 

25* 
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(5> 



Системою Аинейпо'пезависимыхь интеграловъ этого уравне- 
Н1Я могутъ служить сл^дуюпця три функцш: 



^'^ \^'*Р ^ да)' 

"'-^ У' Ах '' их)' 

*''-* V' их ^'- их)' 



*а|с 



) 



(6> 



Такъ Еакъ уравнеше (1) однородно относительно 9<> Тз» ?9) "^ 
его можно представить въ такомъ вид^: 



дР дЖ дЪ 

Дифференцируя уравнеше (1) по х, находинъ: 

до^ Лх <)9» ^^ ^Ь дх 
ВромЪ того, вве^денъ обозначеше: 

_дР д^^_^дР Л%^дР Л^^]^^ 
дар, Лх* (?9, Лх* <^(р, йж* 

РФшивъ систему уравнеаШ (7), (8), (9) относительно 
д^ дР дР^ 



(7) 



(8) 



(9> 



(10) 



*) Разсущенхя, приведенння въ настоящемъ парагра4»1^, заинствованн 
7 Фукса. Ом. 1\ксН8. ХТеЪег Нпеаге Ьото^епе ВШегепиа1б1е1сЬш1^еп^ 
21П8сЬеп дегеп 1п1ебта1еп Ьото^епе Ке]а(;1опеп ЬоЬегеп а18 ег81:еп Ога(1е8 
Ъев^еЬеп. Ас1а Ма1;Ьета(1са. Уо1. 1. 

^) Въ справеджЕвости этого пред10хен1я можно уб-]^диться непосредствен- 
ною поверкою. Доказатехьство Д1в уравнен1Я п-ю порядка приведено у 
Шлезингера на стр. 64. 
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находнкъ: 






(I?, 



"^Ых 



■^. %) . 



'д'^^ву'^' ах ^' Лх }' 



гд4 



1> = 



0*^ й^ ^^ 

«гж' ' «га;* ' Лх* 

<^?| ^ ^ 

(?я; ' с?а; ' йж 



?1 1 ?.» Ь 

На основанш теоремы Л1увилля, ин^емъ: 



(И) 



(12) 



(13) 



(14) 



1)=Се 

гдЬ С7 — н^ЬЕОторое постоянное число. 
Цвъ равенствъ (11), (1'2) и (6) им']&емъ: 

^_М дР__ М дР М 
д^, — С ^" до, "" (7 ^'' д<^— С '' 

Изъ формулы (9) видно, что М есть есть алгебраичесваа 
фушоця перем^нваго х. Посмотримъ, каковъ харакгеръ этой, 
функщи. Пусть посл^ н^котораго обхода 12 на плоскости пе- 

рем^ннаго х величины ф,, То <?9 сд-Ьлались равными <Ро 9«> ?з' 
Эти новыя значения, понятно, связаны съ прежними помощью 
линейныхъ соотношешй вида: 



?.=*..• ?•-*-«!,. ?. 



-на, 



I,» тл 



?5=^... ?.-^»».5 ?.-»-«*.•. ?,. 



?»=«,.! ?|-^-*,.. ?. 



"3,3 



(15) 
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ПослгЬ обхода О величина М прюбр^таетъ некоторое новое 
значеше М. Такъ какъ форма 1^(9,, 9,, (рз) первичная, то 
она прюбрЪтетъ посл§ обхода О толыео н^которнй постоян- 
ный множитель: 

Щ^^ Ь^ Ь)=^Щ^^ ?2, ?з)- (16) 

ЗамЪнивъ въ об^ихъ частяхъ равенства (9) величины ^1? ?<9 ?з 

величинами 9о <Рп <Рз ^ пользуясь формулами (15) и (16), на- 
ходимъ: 









(17) 



Пользуясь формулами (15) и (9), иожемъ представить равен- 
ство (17) въ сл^хующемъ видЪ. 

М=о-М. (18) 

Это равенство покавнваетъ, что функщя М посл^ обхода 
С1 прюбр^таетъ только постоянный множитель }. 

Скаванное относительно обхода П применимо'' ко всякому 
обходу на плоскости перем^ннаго х. 

■ Следовательно М есть радикалъ изъ ращональной функцш 
перембннаго х. 

Такъ какъ ^В\<^,, ср,, 9)) есть квадратный мвогочленъ, то 

К К К (10) 

суть линейный функцш пврем']&нныхъ 9о 9з> ?з- ^^ служатъ 
поэтому интегралами дифференщальной резольвенты (4). 

Обозначивъ величины. (10) буквами ф', о^', (р'^', можемъ 
представить равенства (14) въ такомъ вид^: 
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гдЪ Л1 есть н^1Еоторы& радикалъ изъ ращональноб функщи пе- 
рем^ннаго 2;, а «;, , е;^, ^, составляютъ систему линейно^неза- 
висимнхъ интеграловъ присоединеннаго уравнен1я (5). 

Отсюда сл^дуетъу что» преобразуя уравнеше (4) подстановкою: 

(р=Жг;, (20) 

мы долакнн получить уравнеше (5). 
Выполнивъ преобравоваше (20) въ уравневш(4), находимъ: 

(21) 
/ М'" 31" М' \ ^ 

^\-1Г '*-Р^ Ж^* Ж^ ^' )^^' 

м'-^ м"-'Ш. ж'"-^'^ 

Это уравнеше тождественно съ уравнешемъ (5) только при 
выполнеши условШ: 

Зж-^^'=--Р" 3 ж-*"^^'^^Г-*-^'=-^^-^-Р- 
(22) 

ж -^« ж ^'■~ Лх' их ^'' 
Первое изъ уравнешй (22) опред^ляетъ величину ЪТ: 

„^-•ф,^ ,23) 

Вставивъ выражеше (23) во второе изъ уравненШ (22), ви- 
димъ, что оно обращается въ тождество. 

При подстановке выражен1я (23) въ третье изъ уравнешй 
(22), находимъ: 



01дШ2ес1 Ьу ^з0051С 



— 392 — 






Ъйx^ 



2 ф, 4,2 
зР'-57-2^^'-^з''"Р^- 



й,р. 



Ах 



(24) 



Условхе (24) необходимо для того, чтобы между интегралами 
уравнешя (4) могло существовать квадратное соотношеше. 

Докажемъ, что услов1е (24) не только необходимо, но и 
достаточно . 

Изъ равенства (24) вытекаютъ, какъ сл^дствхе, равенства(22), 
если мы будемъ подразумевать подъ М функщю (23). 

Отсюда сл-Ьдуеть, что при выполненш. услов1я (24) уравне- 
неше (4) преобразуется въ присоединенное уравнеше (5) под- 
становкою: 



,=,-'М„. 



<р=е 



(20') 



Обозначая буквами 9п ?*> ?з какую-нибудь систему линейно- 
независимыхъ интеграл овъ уравнешя (4), мы найдемъ по фор- 
муламъ (6) соответствующую систему интеграловъ присоеди- 
неннаго уравнетя (5). 

Внося поочередно выражен1я (6) вместо V въ формулу (20'), 
находимъ три новыхъ линейно-независимыхъ интеграла того- 
же уравнен1Я (4): 



,=>-(,.^_,.:^), 
,"=>-(,.^-,^). 






Г-ёФ'^{ь^-,.^) 



Ах 



(25) 



Такъ какъ ^\ ^'\ ф'" суть интегралы уравнен1Я (4), то они 
выражаются линейно черезъ 91» ?|> Ъ'- 












^' = с,?,-нс,с?,-1-с,?,. 



(26) 
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Внесемъ эти выражешя въ лЪвыя части равенствъ (25), 
умножпмъ полученный равенства соответственно на 91) ?п ?з 
и затЬмъ сложнмъ ихъ вм^ст]^. 

Въ результагЬ находимъ: 

-ь(Ьз-»"С,)?,(р,=0. (27) 

Это равенство можетъ быть тождествомъ только при усло- 
В1яхъ: 

а^=Ъ,=с,=0, а^=—Ъ^, а^=—с^, Ь,=^—с^. 

Но въ такомъ случа'Ь определитель подстановки (26) обра- 
тится въ йуль. А это невозможно. 

Итакъ равенство (27) есть уравнен1е. 

Желаемое доказано. 

Полученный результатъ можно формулировать въ видЪ те- 
оремы . 

Теорема 1. Равенство (24) есть условхе необходимое и 
достаточное для того, чтобы интегралы уравнешя (4) были между 
собою связаны квадратнымъ соотношешемъ . 

Возьмемъ какое-нибудь линейное дифференщальное уравне- 
ше 2-го порядка: 

0.,|^«=«. (.8, 

где р я ^ суть ращональныя функцш переменнаго х. 

Пусть у^у 2/^ есть система линейно-независимыхъ интегра- 
ловъ уравнешя (28). 
Функцш: 

У^У^У.^ У.' (29) 

будуть интегралами уравнешя 3-го порядка: 
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Посмотримъ, нельзя ли подобрать до сихъ поръ совершенно 
цроизводьныя функцш р я 2 такъ, чтобы уравнеше (30) было 
тождественно съ уравнешемъ (4) . 

Уравнешя (4) и (30) будутъ между собою тождественны пря 
услов1Яхъ: 

^Р=Р. , ^-*-2р*н-4д=р„ 2 ^ -ч- Ар^=р, . (31) 

Разсматривая величины р^, р.^, ;?,, какъ данныя и известный 
намъ функщи, можемъ ск&зать, что первые два равенства (31) 
опредЪляютъ АвЬ искомыя фунщш р л ^: 

1 1 1 ^А 1 • /ооч 

Бнеся эти выражен1я въ третье уравнеше (31), находвнъ: 

Сравнивъ равенства (24) и (ЗВ), мы видимъ, что они одинаковы. 
Отсюда 

Теорема 2 Если интегралы уравнешя (4) связаны ме- 
жду собою квадратнымъ соотношенхемъ, то ихъ можно пред- 
ставить въ ввд^ ц']&лыхъ однородныхъ фунЕщб второй степени 
отъ интеграловъ н^котораго линейнаго дифференщальнаго ура- 
внешя втораго порядка. 

Обратная теорема ясна сама собою. 
^ Въ самомъ дЪл^, пусть у^ , ?/, суть линейно-независимые ме- 
жду собою интегралы уравнен1я (28) и пусть известно, что 
функщи 

У^\ У^У,^ У.' (29) 

служатъ интегралами уравнен1Я (4). 
Положивъ: 

Ь=У^\ Ь=У2*у Ь=У1У^у (34) 



им'1емъ: 



?1Т2 = ?з'. (35) 



Соодк 
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Рюенство (35) показываетъ, что между интегралами уравне- 
Е1Я (4) существуетъ квадратное соотношеше. 

Такъ какъ <р|, %^ <р, суть алгебраичесшя функцш, то вели- 
^ошш у^, у^ тоже суть олгебраичесхоя функщи. Сл-Ьдовательно 
вс^ интегралы уравнешя (28)— алгебраичесше. 

Уравнеше (28) принадаежитъ къ числу уравненхй подробно 
разсмотрЪнныхъ въ прежней нашей работ! *). 

Въ этой работе было докавано, что отношеше интеграловъ 

11=^ (36) 

уравнен1я (28) будетъ или Еорнемъ двучленнаго уравнешя вида: 

4""= I, (37) 

или корнемъ одного взъ уравнешй Шварца: 

с,Н\и) : с, Т\и) : Г^^{и)= 1:(1—1):1, (38) 

гд% I есть новое перем']&нное, выражающееся въ вид*! ращо- 
нальной функщц перем^ннаго х: 

(==с,В{х). (39) 

Уравнеше двучленное, а также уравнеше Шварца двупира- 
миднаго тина представляютъ собою случаи настолько элемен- 
тарные, что мы можемъ ихъ не разсматривать. 

Мы остановимся только на т'ёхъ случаяхъ, когда величина 
и есть корень уравнен1я Шварца икосаэдрическаго, октаэдри- 
ческаго или тетраэдрическаго тина. 

Отношен1я функщй типа о выразятся черезъ корень и ура- 
внешя Шварца сл^Ьдующимъ образомъ: 

щ= ^-^=У^=:У1=щ и^'^=^=^У^=1. (40) 
?з У^У2 У 2 Ь У^У^. У« «* 



*) Лахтинъ. Аиебраичесшя уравненхя, разр'1шиыьая въ гипсргеоиетрп- 
ческихъ функщяхъ* 
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Такъ какъ корень Шварцева уравнен1я можетъ быть пред- 
ставленъ въ вид*]^ отношешя гипергеометрическихъ функщй, то 
тЬмъ же свойствомъ обладаютъ функщи щ т щ. 

Мы знаемъ, что въ ультраэллиптическомъ случа^^ функщн 
?19 ?2 9 ?з выражаются черезъ щ п и^ при помопщ одного 
Евадратнаго радикала '^). 

Сл'Ьдовательно, вг улыпраэллиптическомь случать функщи 
?о ?2> Тз оь1разимы вг гипергеометрическихъ фуннигяхъ при 
помощи одною квадрашнаго радикала. Полученные выше ре- 
зультаты позволяютъ наметить планъ дальн'Ёйшихъ изсл^до- 
ванШ. 

Мы разсмотримъ другъ за другомъ каждый изъ перечислен- 
ныхъ трехъ типовъ уравнен1я Шварца, построикъ соотв-бт- 
ствующую ему основную систему уравнешй и резольвенту (4), 
а также обнаружимъ наибол-Ье интересный особенности функцШ 
типа 9- 

§ 38. Типъ икоеаэдрнческ1и . 

Возьмемъ Шварцево уравнеше икосаэдрическаго типа: 

Н\и) : Т\и) :—1728Г{и)=х : {х—1) : 1, (41) 

гд'Ь: 

^{и)=и''-^Пи'^и, ^ 

Е(и)=^''—228и'^-^-4:ии''-^228и'-^1, (42) 

Т{и)=и''-^Ь22и''—10005и''—1000Ьи^'—о22и^-^1 . ] 

Мы обозначаемъ перем'бнное буквою х^ предполагая надле* 
жапцй выборъ перем^ннаго уже заран-Ье выполненнымъ. 

Корни уравнен1я (41) суть отношешя интеграловъ гипергео- 
метрнческаго уравнен1я: 

-(-1)Й^-.|р»-4)|-з-^1*=0. (43) 



*) См. отд'блъ I, параграфъ 16. 
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Пусть 2/, , у^ суть два линейно-независимыхъ внтеграла ура- 
внев1я (43). Функщв: 

У^^ У,У,, У,* 
будутъ интегралами уравнев1я: 

(1*г, 1 7а?— 4 (1*т. 1 1389ж~200й/; 



2х(х—1)ах* 900' х\х—1) Лх 
11 1 



г,=0. 



5400 зт*(х— 1) ' 
Преобразуя уравнен1с (44) подстановкою: 



(44) 



■г,=х^ {х—\) * ср' 



находимъ: 



Л^ 7а!— 4 <гЧ 9264а;*— 10589.г; -н 2000 (^о 
Ах* "*■ х(а;— 1) (1:г* "*" 900а;*(а;— 1 )' Ах ' 

12512а; — 8945 



5400а;*(а;— 1)' 



<р=0. 



(45) 



(46) 



Корни Фуксовнхъ уравнешй для дифференщальнаго уравне- 
в1а (46) таковы: 



1) при а;=0: 

2) при а;=1: 

3) при а:=<х): 



1 2 

г,=0, г,=— ^, г,= — 



1 



: / 



г. =2 ''*=^' ^^=-2"' > ^*''^ 



23 



17 



^*~15' ^*~3 ' ^^~'15 ' 



Отсюда видно, что вс^ интегралы уравнен1я (46), д^Ьйстви- 
тельно, еуть н^которыя функцш типа <р- 

Последняя строка таблицы (47) показываетъ, что вс! фун- 
кщи типа ф, удовлетворяюпця уравнешю (46), тк^мхутъ одинъ 
обпцй подвижный нуль при х==го . Въ параграфе 15 отдела I 



01д1112ес1 Ьу 



Соо^к 



— 398 — 

мы говорили, что есть фунЕщи типа 9 какой бы то ни было 
Римановой поверхности пе могутъ им^^ть ни одного общаго имъ 
всЪмъ подвижнаго нуля. Отсюда слЪдуетъ, что веб интеградн 
уравнен1я (46) не исчерпываютъ всВхъ фунЕцШ типа ^ 
той Римановой поверхности, на которой они распространена 
однозначно. Эта Риманова поверхность должна им^ть бохЬе 
трехъ линейно-независимыхъ функщй^типа (р. 
Родь ея выше треосъ. 



Пусть 9|) ?2 9 ?з су'^ь три линейно-независимыхъ интеграла 
уравненк (46), выбранные такъ-же, какъ и въ прошломъ па- 
раграф']^ . 

Тогда, согласно формуламъ (40), можемъ положить: 

и, = ^' =и, , и,= 2-^= - , (40') 

гдЬ и есть одинъ изъ корней уравнен1я (41). 
Изъ равенствъ|(40') сл-Ьдуеть: 

и,и,=1. (48) 

Изъ равенствъ (41) и (40') сл-Ьдуетъ: 

{и, *•— 2281*, «н-494-1-2281*,''-1-г*, *^)' : \ 

':(щ *^-+-522и, *^— 10005г*, '—10005?//— 522«*, *^-м*,*«)*: (49) 

: —1728 [щ ^-^П—и,^}'=х : (х^1) : 1 . * 

Уравнен1я (49) и (48) представляютъ основную систему ура- 
внешй въ разсматриваемомъ случа*!. 

Им^я уравнеше (49), мы можемъ написать выражешя трехъ 
отличныхъ отъ нуля первичныхъ формъ: 

Щ% , ?., ?з)=?1 ^^-228?. \ ^-ь4949з "-^228ср,«9з'н-9, *^ I 

> (50) 
Д?о?п?з)=?/'-ьб22ср/^з*-10005<р,Ч^'^- 

— 10005(р/<рз *'— 522с)/' <р/-4-9, ^^ 
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Прин'Ьняа тоть-же пр1еиъ, какъ и въ главахъ П — У1, мо- 
жемъ найти выражен1Я этихъ перввчаыхъ формъ черевъ ое- 
ременное х: 



(51) 



Я(?., ?„?,)=- 12а; * {х-1)-\ . 
Ивъ равевствъ (51), (50), (49) и (40') находимъ: 



^ '^ иЧ^ (и) 









(52) 



Отсюда сл^дуетъ, что система функщй ф^, ф^, ^з Щ>^ ^с^' 
возможныхъ обходахъ на плоскости перем'Ьйнаго х прхобрЪ- 
таетъ втрое больше значешй, ч'Ьмъ величина и. 

Поэтому можемъ сказать, что функщй ?, , 9з' ^зрЗ'Спространена 
одновначно на н'Ькоторой Римановой поверхности, имеющей 

3.60=180 

листовъ. 

Эта поверхность Э^^^,, им^еть винтовыя точки только при 
я:=0, 1, со. 

При X ^= О листы поверхности 9\^,о связаны между собою 
по 3, при х = 1 они связаны между собою по 2, при х=^оо 
они связаны между собою по 15. 

Отсюда сл*дуетъ, что поверхность 9\,8о — правильная. 

Характеристическ1я числа ея таковы: 

2У'=180, "л/=3, Х/=2, Х'^=15.*) (53) 

*) Мы обозначаемъ характеристическхя числа поверхности Э{^^ букваии 
■^1 ^'о» ^'19 ^'ео ^* отлич1е отъ степени N уравненхя (41) и показатеде! 
степени >^„ Х^, Х^, входящихъ въ уравнен1е (41). 
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Обозначивъ родь поверхности 91, ,„ буквою ^р, ин^еиъ: 



2р— 2 



Л7Г-«-7Г-+ 



1 



1 



а*). 



Бнеся въ это равенство величины (53), находимъ: 

р=10. 

Родъ поверхности 91,, о равенъ 10. 
Изъ уравнешй (41) и (42) сл4дуетъ: 

1728 /*(«) 



(54) 



(56) 



Унножввъ поочередно каждое изъ равенствъ (52) на равен- 
ство (56) и произведя затЪмъ интегращю, мы находимъ выра- 
жеше трехъ Абедевыхъ интеграловъ 1-го рода для поверх- 
ности 9?. . : 



го, 



т 






=^'''^=-''^'^1ш 



(р,сга?=— 10 у^3е« и- 
и V 



гиЛи 



**' 



) 



(57) 



Обпцй интегралъ 7равнен1Я (46) есть, кавъ мы видели, ко- 
рень уравнешя рода 10. Но отд]^льные интегралы уравне- 
шя (46) могутъ быть корнями уравнешй болЪе низкихъ родовъ. 

Къ числу такихъ интеграловъ принадлежитъ функщя (р, . 



*) Сравн. формулу (38) параграфа 11 отд'Ьла I. 

**) Связь меаду интегралами (57) и ивосаэдрическимъ уравнен1емъ (41) 
была указана ПГварцемъ. См. ВсНгсагг, ОезаттеИе МаШетаИвсЬе АЫишс!- 
1ип5еп. Вс[.11. Стр. 253. 
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Въ самомъ дЬл%, изъ перваго и втораго равенства (51) 
им'Ьекъ: 

Изъ этихъ уравнешй при помощв уравнен1я (48) можно 
исключить и^ и <1, . Выполнивъ эхо искхючете и освободивъ 
ватЬмъ полученное уравнеше отъ радикаловъ, находимъ: 

{з125а?Ча:-1)«?.^*-250а;*(а;-1)»9/-|.1|'н- ^^^^ 

-1-12^(0?— 1)' 9/= О . 

Таково алгебраическое уравнеше, которому удовдетворяетъ 
функщя (рз- Степень его равна 36, а родъ равенъ 2. 

Бведемъ подъ знакомъ интеграла въ третьей формуле (57) 
вместо и новое перем^Ьнное ^, связанное съ и соотношенхемъ: 

«'-^.н-11=|<'. (60) 

Формула приметь видь: 






\/ "-?'•• 



(61) 



5--« 



ЭТО — ^удьтрааиЕптичесшй интегралъ въ обнчной фори%. 

§ 39. Тнпъ оп«эдрпеек1В. 

Вовькемъ Шварцево уравнеше октаэдрическаго типа: 

Н\и): Т\и) : 108/'Ч<»)=а' : (а?-!) : 1, (62) 

гдЬ 

Д«)==м^-м, Д«)=и»-|-14|»«-»-1, 1\«)=ч»"— 33м'— 33|«*-*-1. 

(63) 
26 
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Корни уравнешя (62) суп отношенк интеграловъгипергео- 
мегрическаго уравнешя: 

Пусть у^ И 2^2 ^7^ Дв^ линейно-независимнхъ интеграла 
Травненк (64). Фушщш 

будутъ интегралами уравневзя: 

^ 1 7а?— 4 (1*/] 219а?— 32 Ас, 5 

Ас*"^ 2 а?(а?— 1)Ас*"^144а?'(а?— 1)Л1? ЪЬАа>\х—1)^^^^^^ 



Преобразуя это уравнете подстановкою: 

1 1. 

т^=^х^ (а? — 1) *ф, 
яаходимъ: 



(66) 



Д»у 7а>— 4 (г*9 1479 а;*— 1691 аг-ь 320 Д<р 
Л«;»"^а?(ж— 1)Лг*"*" 144 ж» (3^—1)* Аг"^ 

1976»— 1415 . 
-*- 864а;М«-1)' ^- ^^^^ 

Корни Фуксовыхъ уравнешВ ды днфференщальнаго уравне- 
Н1Я (67) таковы: 

1 2 

1) при аг=0: г,= 0, г,=--^, г,=— -5-, 



3 

2) при ж=1: г, = 2, »-.= 0, г,=— — , 

9, 19 4 13 

3) при !Г=вэ: г^=^, *'*=3' *'»^Т2' 



(68) 



Отсюда слФдуетъ, пго ивтепмшн уравнеа1а (67) еуть фуи- 
кцри типа ф. 
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Пусть 919 ?19 Ь ^Т^ ^^ линейно-недшиаошхъ ннтеграш 
уравнен1я (67), выбранные тавъ-же, какь въ парагр«1фЪ 37. 
Въ такомъ случае будемъ имЪть: 



9| 91 1 

«1 — "| II и — -— ■*-? — — 



г 



ь 



(40') 



тдЬ и есть одвнъ тъ корней уравневк (62). 
Ию равенствъ (40^) следуете: 

Ивъ равенствъ (62), (63), (40') находамъ: 

(и, ♦-н14-»-«,«)»: («, *—33«,*— 33», *-!-«,•)*: 
: 108(|«, 



/)»:(«/— 33«,*— 33», *-!-«,•)*: | 



(69) 



(7в) 



Уравнешя (70) и (69) представляютъ основную систему ур»- 
анев!й въ равсиатриваемомъ случае. 

Езйя уравнени (70), ножемъ написать вцражеша 1!рехъ о*- 
Л1чиихъ отъ нум первичннхъ форнъ: 

ЩЪ^ <?« ?.)=?. *-+-14?.*-н<р,«, I (71) 

ПрнкФняя обнчные прхемн, находшъ вврааеша атихъ п^ 
вичныхъ формъ теревъ переменное х: 






(72) 



26* 
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Изъ равенствъ (72), (71), (40'), (62), (63) находимъ: 

и 

Отсюда сл^дуетъ, что система функщй ^м ?19 ?> Щ>^ в^^^' 
возмозкныкъ обходахъ на плоскости перем^ныаго х прюбрЪ- 
таетъ втрое больше значен1й, чЬиъ величина и. 

Функщй (р|, 989 ?з распространены однозначно на некото- 
рой Римановой поверхности, имеющей 



3.24=72 



листа. 



Эта поверхность 91, , им^етъ винтовыя точки только при 
а;=^0, 1, со. 

При 07 = листы поверхности Э{,, связаны между собою 
по 3, при х=1 — по 2, при гг=оо — по 12. 

Положивъ въ формуле (54) прошлаго параграфа: 



^^=72, Х',==3, Х^=2, А'^=12, 
находимъ: 

р = 4; 
Родъ поверхности 91, , равенъ 4. 
Изъ уравнешй (62) и (63) сл^дуетъ: 

, 1 Я*(и) Т(и) , 
27 /\и) 



(74) 
(75) 



(76) 
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Умножимъ поочередно каждую изъ формулъ (73) на равен- 
ство (76) и произведемъ затЬмъ интегращю. 

Получаемъ выражен1я трехъ Абедевыхъ интеграловъ перваго 
рода для поверхности ^К^^: 

Обпцй интегралъ уравнен1я (67) есть корень алгебраическаго 
уравнешя рода 4, но кЬкоторне отд;Ьльнне интегралы уравнешя 
(67) могутъ быть корнями уравнен1й болЪе ннзкихъ родовъ . Бъ 
числу такихъ интеграловъ принадлежитъ функщя ср, . 

Въ самомъ дЬл^^, ивъ перваго и втораго равенства (72) ж 
равенствъ (4(К) получимъ: 






(78) 



Принявъ во внимаше равенство (69), мы можемъ ивъ ура- 
внешй (78) исключить и^ я щ. Выполнивъ такое искдючешбу 
яаходимъ: 

{ 1 6х\х—1) \ •-!- 1 } =108а;''(а?— 1) '<р, * . (79) 

Степень этого уравнешя равна 18, а родъ равенъ 1 . 

Отсюда слЪдуетъ, что интегралъ ф, долженъ быть эллипти- 
яескимъ. 

Вбшолнивъ въ третьей формул*! (77) подъ знакомь интеграла 
подстановку: 
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1 4 



«♦ 3 



находикъ: 






(80> 



(81) 



§ 40. Тиъ тгтрюдмчеекИ. 

Вевьиемъ уравнеше тетраэдрЕтесЕаго типа: 



Н\и) :— 12у/3 « Т\и) : ^Ч«)= * : (ж— I) : 1, (82) 



гдЬ 



Т(«)=1«»— М. 



(83) 



Корни уравнетя (82) суть отношешя частннхъ интеграловъ 
гипергеокетрическаго уравнен1я: 



, ,. д,*у \ ,„' ..Лу 1 ' . 



(84) 



Пусть у, и у^ суть два линейно-независимнхъ интеграла 
уравнен1я (84). « . 

Фушсщи 

уЛ У1У^у у,* 

I 

будуть интегралами ураввешя: 

ЛЬ1 7а?— 4 Л*Г1 ЬЗх-8 а^ 1 

ах*~*~2х{х—1) сЬ* "*" 36а?»(а;— 1) сЬ 72 х\х—1) ^ ^^^^ 



Преобразуя это уравнеше подстановкою: 
г=х*~ (ж— 1) '% 



(86) 
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находниъ: 

(87) 
-|-^(437а;»— 523!&-*-113)^-|-^ (231»*— 182ж-н5) ^=0. 

Корни Фуксовнхъ уравневой для дифференщ&льнаго уравне- 
Н1Я (87) таковы: 

,л л 1 15 

1) при х=0: г,=— ^, г,=- ^, г,=- -, 

2) при а^1: г,=-н -^, г,=0, г,=— ^, ) (88) 

11 3 7 

3; при а?=оо: г,= -^, г,= ^, г,= ^. 

Отсюда сл^дуехъ, что вс^ интегралн уравнеша (87) суть 
функщи типа (р. 

Пусть ср,, <р,, (р, суть три . линейно-независиинхъ интеграла 
уравнешя (87), выбранные тавъ-же, кавъ и въ предшествую- 
щихъ случаяхъ. 

Въ таконъ случае будемъ им^ть: 

щ = ^=«, щ= ^»= - , (4(К) 

гдЬ и есть корень уравнешя (82). 
Ивъ равевствъ (40^) слФдуетъ: 

«,«,=1. (89) 

Ивъ равенствъ (82), (83), (40') находииъ: 



(к,*— 2\/3<-*-«,')*:— 12у'3« («,«-и,»)» :] 
: {и^*-^~2у/Ыч-и,^)*=x:{x—^):1. I 



(90) 
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Уравнен1я (90) и (89) составляютъ основную систему ура- 
вневШ въ равсматриваемоиъ сину^а^. 

Им^ уравнеше (90), ноженъ написать выражешя трехъ 
отлчннхъ отъ нуля первичннхъ формъ: 



/(9.. 9.» ?,)=?, *-*-2\/5«?а *-*-?,*. 



(91) 



Приминая обычные пр1е1[ы, находинъ выражешя этихъ пер- 
ввчпыхъ фориъ черевъ переменное х: 



Д?|» ?.»?,)=« '(»— 1Г', 



^(?м <?,»?,> 



*(х-1)-\ 



1 т 5_ 

^(?.,?„?,)=^е« ее. «(х-!)-. 



Ивъ равенствъ (92), (91), (40'), (83), (82), находимъ: 



(92) 



т 



т.= :г^н^ 



и* г (и) 



4 



Г (и) 



2у/27 Л5(«) Т{и) ' *^' 2(^27 Я^(«) Т{и) ' 



(93) 



7П' 

4 



?^=^Г77^ 



^/•(«) 



2у^27 ^В^(и)Г(«е)' 



Отсюда сл-Ьдуеть, что система функцй о^^ 91 > Ь ^Р^ ^^' 
вовиожннхъ обходахъ на плоскости пере1г&ннаго х прюбр^Ь- 
таетъ вдвое бол^е значешй, тЬмъ величина и. 

Функщи 91» ?2 9 ?л распространены однозначно на н'1кото* 
рой Римановой поверхности, ивгЬвэщей 

( 2.12=24 

листа. 
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Эта поверхность Э^,, иы'Ьетъ винтовыя только при а;=0,1, со. 

При я; = О листы поверхности ?К^^ связаны между собою 
по 6, при х=1 — ^по 2, при х='У^ — по 6. 

Положивъ въ формул^ (54) параграфа 38: 

. 2^'=24, л',=6, Х',=2, Х'^=6, (94) 

находимъ 

Родъ поверхности ТК^^ равенъ 3. 
Изъ уравнешй (82) и (83) сл4дуетъ: 



Г {и) 



(96) 



Умноаошъ поочередно каждое изъ равенствъ (93) на ра- 
венство (95) и произведемъ интегращю. Получинъ внражешя 
трехъ Абелевыхъ интеграловъ перваго рода поверхности ?Я^^: 



^ .) у/и'-^Ыи'-^- 1 ' 
щ^ ^4\/27 -== =^^ , 

го^=е * 4у^27 -7= 



(96) 



-14и*-н 1 



Общ1й интегралъ уравнешя (87) есть корень алгебраическаго 
уравнешя рода 3, но некоторые отдельные интегралы уравне- 
Н1Я (87)могутъ бкпъ корня&га уравненШ бол^е низкихъ родовъ. Бъ 
числу такихъ интеграловъ принаддежитъ функ1ця срз . 

Бъ самоиъ д^л*! изъ первыхъ двухъ равенствъ (92) и ра- 
венствъ (91) имФемъ: 

— 4у/3 19, '=«?"" '^ ф—1){х-\)-'. ^'^^ 
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Оевободивъ это уравяеше отъ радккадовъ, яаходинъ: 

Степень этого уравнешя равна 6, а родъ равенъ 1. 
Интегражъ ^а долаебъ бнть эллиптичесгамъ. 
Введя въ третьей фориу!^ (96) ВМ11СТ0 и новое переменное 

найдемъ: 
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Въ начале работы я уже указывалъ на ту основную задачу, 
къ области которой относятся мои изсл'Ьдован1Я . 

Позволю 666*6 еще разъ напо-^нить въ чемъ она заклю- 
чается, и несколько бол^е развить ту мысль, которая была 
высказапа во введеши. 

Въ вцду сложности функцШ, служащихъ корнями алгебраи- 
ческихъ уравнен1й высшихъ степеней, усил1я алгебранстовъ 
должны быть, на мой взглядъ, направлены главнымъ образомъ 
къ р1шен1Ю двухъ основныхъ задачъ. 

1) СлЬдуетъ искать ташя типичесюя уравнен1Я по возмож- 
ности съ однимъ буквеннымъ параметромъ, къ которымъ при- 
водились бы возможно бол^е широюе и важные классы алге- 
браическихъ уравнешй. 

2) Сл4дуетъ изучить свойства корней этихъ типическихъ 
уравнешй и найти аналитичесшя выражен1я этихъ корней по- 
мощью рядовъ или иными способами. 

Вторая задача, понятно, можетъ быть поставлена только тогда, 
.когда решена первая. 

Поэтому я думаю, что въ настоящее время изыскаше типи- 
ческихъ уравнешй есть одинъ изъ наиболее важныхъ вопро- 
совъ алгебраическаго анализа. 

Р'1шать его можно различно, смотря по тЬмъ прхемамъ, ко- 
торые кладутся въ основаше изсл-Ьдовашй. 

Въ своей работ]^ я исхожу изъ разсмотр']&шя дифференщаль- 
выхъ резольвентъ. 

При этомъ я пресл']Ьдую жв^ ц'Ьли. 
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1) Я стараюсь развить какъ можно полнее и шире общую 
теор1Ю дифференщальныхъ резольвентъ. 

2) Применяю эту общую теор1ю къ уравиен1ямъ рода 3. 
Этимъ двумъ задачамъ соотв']^тствуютъ два отдела моей ра- 
боты. 

Первый отд-^лъ посвященъ общей теорш. 

Для достижен1Я возможно большей простоты и, павнЕШь 
образомъ, определенности результатовъ мн'Ь прошлось н-Ьсколько 
сузить задачу, что и сдЬлано въ конц'1 параграфа 12 отдЬла!. 

Я ограничилъ свои изсл'1дован1я разсмотр^шемъ только одно- 
го ивъ трехъ случаевъ, указанныхъ въ бонц% этого параграфа. 

Этотъ случай, безъ сомн-бик, прост-бйтхй. 

Когда я писалъ свою работу, то онъ мн^ представлялся, 
сверкъ тог о, нормальнымь случаемъ. 

Впоследств1и, по окончанш работы, я уб'1дился вътомъ, что 
остальные случаи, указанные въ § 12, отд'Ьла I, тоже суще- 
ствуютъ . 

Изучете ихъ приводить къ результатамъ пнтереснымъ, но 
бол'Ье сложнымъ. 

Методы, предлагаемые мною въ настоящей работЬ легко 
обобщаются и могутъ быть применены къ этимъ бод^е слож- 
нымъ случаямъ. Этому вопросу я надеюсь посвятить новую 
работу въ недалекомъ будущемъ. 

Вторая часть настоящей работы, какъ уже упомянуто выше, 
содержитъ приложев1Я общей теорш. При атомъ я имФю въ 
виду не только получеше результатовъ, но и возможно боАе 
полное уяснеше теорш примерами. 

Поэтому мн'Ь иногда приходилось говорить подробно объ ура- 
внешяхъ довольно простыхъ . 

Въ виду сложности общей теорш думаю, что эти подробныя 
пояснешя не будутъ излишними. 
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ОПЕЧАТКИ. 

Страт. Строка. Вапечапито. Должно быть. 

52 подстр. прш. § 16. § 17. 

^^ ^ *'»• Ж Ж 

108 8 св. «Гр г^ 

158 5 СН. Р'(/;ЧГ>),Р"(/;ЧГео'~) РЖ\Г^'')Р"ЛЫ^'-) 

168 2 св. ^- — 1 --—1 



174 5 СН. <р"=-а;'9"'. (р'"=-а!«9"'- 

176 3 св. 



й'9 Лр* 



190 1 св. 4-а: '(а;— 7)-' 4= »"*(*— 1)"' 

ус. ус. 

226 5 СН. (ТГ'З')* (158) (д'ТГ«)«=1. (158) 

242 12 ев, ГДЕ с есть гд% <>' есть 

301 4 св. Г„ Л,. 
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На страницахъ 99 и 100 при доказатедьств']^ леммы всюду 
вместо: 

ДОЛЖНО быть: 



*) Въ от1нч1е отъ формъ, входящихъ въ уравневк (2). 
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